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PRESENTACION

Para este numero el Acta Latinoamericana de Matematica Educativa (ALME) continia como publi-
cacion semestral editada por un equipo editorial conformado por investigadoras e investigadores en
Matematica Educativa procedentes de distintos paises latinoamericanos que trabajan arduamente por visi-
bilizar las acciones y la produccidon académica de la comunidad.

Este numero de ALME deja atin en evidencia los desafios a los que nos enfrent6 la Pandemia, afectando
aun los ritmos y tiempos requeridos para la produccion académica entre los miembros de la Comunidad
Latinoamericana de Matematica Educativa, y en el nimero de contribuciones recibidas. A pesar de ello
el numero visibiliza propuestas de investigacion y ensefianza desde la evaluacion y el seguimiento para
fortalecer los procesos de ensefianza y aprendizaje con la implementacion de diversos recursos metodo-
logicos.

En el ALME ntimero 1 del volumen 35 presentamos 17 articulos de diversas posturas metodologicas y ted-
ricas, agrupados en tematicas relacionadas con el analisis del discurso matematico escolar, las propuestas
para la ensefianza de las Matematicas, los aspectos socioepistemologicos para el analisis y el redisefio del
discurso matematico escolar, el pensamiento del profesor, sus practicas y su formacion profesional, y el
uso de recursos tecnoldgicos en el proceso de aprendizaje de la Matematica. Documentos que fueron parte
de una convocatoria especial para miembros CLAME, integrantes de Juventud CLAME, asistentes a las
RELME 30, 31, 32, 33, 34 y conferencistas de los Webinar UPC-CLAME.

Este nimero es fruto del trabajo arduo que realizaron las autoras, los autores y el equipo editorial para
contribuir a la profesionalizacion de la Comunidad Latinoamericana de Matematica Educativa, y al for-
talecimiento del desarrollo del pensamiento matematico en un contexto de retos e incertidumbres de la
época actual.
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Olga Lidia Pérez Gonzalez
Presidenta del Consejo Directivo
CLAME (2016-2022)
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EVIDENCIAS DE PENSAMIENTO FUNCIONAL EN ESTUDIANTES
DE EDUCACION PREESCOLAR

EVIDENCE OF FUNCTIONAL THINKING IN
PRESCHOOL EDUCATION STUDENTS

Yurry Daniela Quenoran Lucano, Honorina Ruiz Estrada, Juan Nieto Frausto

Benemérita Universidad Autéonoma de Puebla (México)
daniela.quenoran@alumno.buap.mx, honorina.ruizestrada@viep.com.mx, juan.nieto@correo.buap.mx

Resumen

Se reportan evidencias orales de la presencia de pensamiento funcional de recurrencia y correspondencia en cinco
nifios de tercero de Preescolar Comunitario de la Comunidad Santa Cruz La Ixtla, Puebla, México. Los datos se
obtienen de entrevistas clinicas que involucran seis tareas basadas en investigaciones previas realizadas en los
Estados Unidos de América y en Espafia. Las sesiones fueron grabadas en audio y luego transcritas, de donde se
observa como transitan los informantes a través del pensamiento funcional antes citado. A diferencia de estos
trabajos, nosotros interrogamos individualmente a los escolares y no encontramos evidencias de pensamiento
covariacional.

Palabras clave: pensamiento funcional, educacién prescolar, pensamiento de recurrencia, correspondencia y
covariacional

Abstract

This paper reports oral evidence of the presence of recurrence and correspondence functional thinking in five third-
grade children from the Community Preschool of Santa Cruz La Ixtla Region, in Puebla, Mexico. Data are obtained
from clinical interviews involving six previous research-based tasks which were conducted in the United States of
America and Spain. The sessions were recorded in audio and then transcribed, from which it is observed how the
participants go through the above mentioned functional thinking. Unlike those papers, we questioned schoolchildren
individually, but we found no evidence of co-variational thinking.

Key words: functional thinking, preschool education, recurrence, correspondence, and co-variational thinking
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Introduccion

El enfoque Early Algebra, busca que los estudiantes construyan su razonamiento de forma intuitiva sobre patrones
y relaciones en el trabajo aritmético a través de experiencias cotidianas como base para el pensamiento algebraico
(Stephens et al. (2017)). Una de las formas de este pensamiento es el pensamiento funcional, el cual se centra en la
variacion entre dos cantidades cambiantes (Smith, 2008), siendo la funcion el objeto matematico principal. Cabe
sefialar, que el proposito no es ensefiar el concepto de funcion desde los primeros afios de escolaridad tal como es
presentado en la educacion secundaria. Mas bien, se trata de utilizar el potencial de este objeto matematico y de los
conceptos matematicos asociados, de forma que los estudiantes desarrollen habilidades que les permitan pensar
algebraicamente, desde los primeros ciclos escolares.

Blanton y Kaput (2004) lideran una investigacion que se enfoca en como los estudiantes de preescolar a quinto
grado de educacion primaria evidencian pensamiento algebraico, a través de la generalizacion de patrones en la
resolucion de una tarea que involucra la relacion funcional entre perros, ojos y colas. Los autores exponen que los
nifios de prescolar (de 5 a 6 afios) hallaron el nimero de ojos y colas hasta 10 perros, mediante el conteo de objetos
visibles, asignando un punto para cada ojo y una marca larga para cada cola. Ademas, mencionan que los alumnos
mostraron pensamiento covariacional porque, atendieron tanto el niimero de perros como el de ojos
simultaneamente de la siguiente forma “cada vez que agregamos un perro mas obtenemos dos ojos mas”. Estos
autores concluyen que, aunque las matematicas de la educacion primaria incluyen nociones de patrones, no se presta
atencion al pensamiento funcional, especialmente en los primeros grados de escolaridad. Ellos sefialan que, la
blisqueda de patrones en los datos de una sola variable tiene menos capacidad predictiva y es menos poderosa
matemadticamente que el pensamiento funcional. Por lo que es necesario que el plan de estudios atienda cémo dos
magnitudes varian simultdneamente.

Por otra parte, Castro et al. (2017) presentan un estudio centrado en el pensamiento funcional de un grupo de 12
estudiantes de educacion preescolar (5-6 afios) de un colegio privado de Granada, Espafa. Plantearon tres tareas: 1)
perros y collares, 2) perros y platos de comida y 3) perros, platos de comida y uno de agua. Los investigadores
presentaron el contexto de la situacion empleando imagenes de perros, collares y platos en colores que se pegaron
en la pizarra, y formularon preguntas relativas a casos particulares (5, 7, 10 perros) y a medida que los estudiantes
entendieron lo que se les preguntaba, cuestionaron por un nimero mayor de perros (5, 200 y 1000 perros), llegando
a preguntar por la generalizacion en términos de variables (m, x y z). Se desarrollaron tres sesiones de forma
colectiva y fueron grabadas con videocamara. Con respecto a la tarea 2, ellos sefialan que se evidencia pensamiento
covariacional y de correspondencia. El primero, se refleja cuando los estudiantes suman dos cada vez que se
aumenta un perro (porque dos mas dos son cuatro, mas otro dos son seis, mas otro dos son ocho) y el pensamiento
de correspondencia cuando tienen en cuenta dos veces el mismo nimero de perros (100 perros, necesitan 200
platos).

Siguiendo a estos autores, nos interesamos en la busqueda de evidencias de pensamiento funcional en nifios de
preescolar atendidos por el Consejo Nacional de Fomento Educativo (CONAFE). El CONAFE es un organismo
publico descentralizado que se cred el 11 de septiembre de 1971, con el fin de garantizar el acceso a la educacioén
basica de nifias y nifios mexicanos de comunidades de alta y muy alta marginacion, en las cuales no es posible
contar con un servicio educativo regular de la Secretaria de Educacion Publica (SEP). Este organismo es encargado
de generar nuevos modelos pedagogicos enfocados en abatir el rezago educativo, uno de ellos es el Aprendizaje
Basado en la Colaboracién y el Dialogo (ABCD), que consiste en brindar atencion personalizada a nifias, nifios y
adolescentes de las comunidades que atiende, buscando desarrollar en cada participante la capacidad de aprender
mediante el didlogo y la colaboracion. El CONAFE cuenta con tres modalidades de atencién: comunitario
(estudiantes que hablan espafiol), indigena (estudiantes que hablan una lengua indigena) y migrante (estudiantes
que se trasladan de un lugar a otro).

En esta investigacion abordamos la pregunta, ;qué evidencias hay de pensamiento funcional en estudiantes de
educacion preescolar cuando trabajan con tareas que involucran la variacién directamente proporcional y la lineal?

=10 -
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Para ello, planteamos el siguiente objetivo: identificar evidencias de pensamiento de recurrencia, correspondencia,
variacional o covariacional en estudiantes de educacion preescolar cuando trabajan con tareas en las que subyacen
la variacion directamente proporcional y la lineal.

Marco tedrico

De acuerdo con la literatura, el pensamiento funcional es abordado de diversas maneras, guardando ciertas
similitudes que remiten a la relacion entre dos cantidades que varian y la generalizacion de las relaciones. Sin
embargo, también presentan matices distintos que dependen de los objetivos que las investigaciones quieren
alcanzar. Asi, Warren y Cooper (2005) lo define como: a) las ideas de cambio (cualitativo y cuantitativo), b) las
relaciones que hay entre ellas y ¢) la solucion de problemas utilizando estas relaciones. Asi mismo, estos autores
afiaden que, a través del pensamiento funcional se pueden establecer relaciones de dependencia entre valores de dos
conjuntos en una situacion cercana y cotidiana para el estudiante, lo que permite descubrir otras parejas de valores
en la situacion y la generalizacion de la relacion existente entre pares de datos. Ademads, para Rico (2007), el
pensamiento funcional es una herramienta para la resolucion de problemas, que puede resultar util para pensar en
las relaciones entre las cantidades que varian y debe considerarse como una meta disciplinar y fundamental en la
enseflanza de las matematicas.

También, para Smith (2008), el pensamiento funcional se entiende como una actividad cognitiva que “se enfoca en
la relacion entre dos cantidades que varian, particularmente las formas de pensamiento que conducen desde las
relaciones especificas (incidencias individuales) a generalizaciones de esas relaciones entre instancias” (p.145).
Pinto y Cafiadas (2017) establecen que el pensamiento funcional tiene como base, la relacion entre cantidades
involucradas, la variaciéon conjunta y el concepto de funcion, siendo un contenido matematico fundamental. Por
otra parte, mencionan que es uno de los enfoques del algebra adoptado en la Educacion Primaria, cuyo objetivo es
que los estudiantes se centren y desarrollen habilidades en cuanto al razonamiento sobre las relaciones entre
cantidades que varian, la identificacion de patrones que subyacen de las relaciones y sus representaciones y la
realizacion de procesos de generalizacion con el fin de justificarlos.

De acuerdo con algunas posturas respecto al pensamiento funcional y en relacion a los objetivos del presente trabajo,
seguimos el planteamiento de Smith (2008) quien, ademas presenta caracteristicas mas amplias sobre el
pensamiento funcional, que se describen a continuacion. Smith (2008), distingue tres tipos de pensamiento en los
procesos de generalizacion: 1) recurrencia, 2) correspondencia y 3) covariacion. Blanton y Kaput (2011) los define
de la siguiente manera: el pensamiento de recurrencia, implica encontrar la variacion dentro de una secuencia de
valores. El de correspondencia, se basa en la identificacion de una correlacion entre variables. Y el pensamiento
covariacional, consiste en analizar como dos cantidades varian simultineamente y mantienen ese cambio como una
parte explicita y dindmica de la descripcion de una funcion.

En la figura 1 se presenta la tarea de “perros y 0jos” para ilustrar, a manera de ejemplo, los tres tipos de pensamiento
funcional.
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Figura 1. Relacion funcional entre numero de perros y cantidad de ojos.

Recurrencia: la
cantidad de ojos
va aumentando de
dos en dos.
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Correspondencia:
si la cantidad de
perros es uno, la
cantidad de ojos es
el doble.
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Covariacion: cuando el nimero de perros aumenta
en uno, la cantidad de ojos aumenta en dos.

Tomada de Pinto, E. (2016). Relaciones funcionales, sistemas de representacion y generalizacion en estudiantes de tercero de primaria
(Trabajo de fin de master). Universidad de Granada, Espaiia.

Método

Los informantes son estudiantes de la comunidad Santa Cruz La Ixtla, ubicada en una zona rural del Estado de
Puebla, México. Son nifios de preescolar que se encuentran en una microlocalidad, conformada por una poblacion
campesina mestiza e indigena. Esta comunidad presenta una deficiencia o carencia en los servicios publicos basicos
como el sistema de agua potable, alumbrado publico y no cuentan con acceso a internet. Las familias que habitan
en este contexto subsisten gracias a la produccion agricola para el autoconsumo y a la cria de animales en pequefa
escala.

Teniendo en cuenta las caracteristicas de la poblacion objeto de estudio, esta investigacion es de tipo cualitativo,
con caracter exploratorio y descriptivo (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2014). Es de corte cualitativo porque, al
entrar en la comunidad Santa Cruz La Ixtla, se puede estudiar el pensamiento funcional desde el contexto de los
participantes, dar una explicacion detallada de los comportamientos y manifestaciones que ocurren dentro del
mismo y describir las acciones y producciones de los estudiantes. Es exploratorio porque pretendemos identificar
evidencias de pensamiento funcional de recurrencia, correspondencia y covariacion, considerando que hay pocas
evidencias en la literatura que aseveran que los nifios de preescolar evocan estos tipos de pensamiento. Es
descriptivo dado que, nuestros informantes tienen dificultades para leer, escribir y hacer operaciones a lapiz y papel.
Por estos motivos, las respuestas a las preguntas planteadas en las seis tareas se obtienen de forma oral y se describen
para identificar evidencias del pensamiento funcional.

La comunidad Santa Cruz La Ixtla cuenta con 19 nifios de preescolar comunitario (con edades entre 3 y 6 afios). 9
son de primero, 6 de segundo y 5 de tercero. La muestra se conformo6 por los cinco nifios de tercero, porque saben
contar del 1 al 50 de forma correcta. Algunos de ellos operan mentalmente de dos en dos y no tienen dificultad para
relacionar las dos variables involucradas en cada tarea, esto se evidencio en un ensayo previo presentado a los
estudiantes de los tres grados.

La recoleccion de datos se realizd mediante entrevistas clinicas semiestructuradas basadas en una secuencia de seis
tareas que involucran la variacidn directamente proporcional y la lineal, las cuales fueron disefiadas previamente.
Las entrevistas individuales se realizaron de manera presencial en tres sesiones, de 10 a 25 minutos cada una y
fueron grabadas en audio. Se contd con material manipulable: 6 imagenes de perros y de platos, una hoja en blanco
para adherir las imagenes y un marcador. Al inicio de cada entrevista, se recortd y pegd en la hoja en blanco una
imagen de un perro y se explicd en qué consistia la tarea. Enseguida se pego6 la segunda figura, se empez6 a realizar
preguntas y solo se utilizaron otras imagenes si la solucion no era correcta.

En la tabla 1 se presenta el numero de tarea, el tipo de variacion que involucra cada tarea y ejemplos de preguntas
que se realizaron a los estudiantes en las entrevistas clinicas.

«12-



Clame " Acta Latinoamericana de

SECCION 1/ANALISIS DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR
VOL 35, NUMERO 1, ANO 2022

Matemaética Educativa

Tabla 1 Tareas y ejemplos de preguntas.

Tipode Secuencia de tareas Ejemplos de preguntas
variacion
y=x Tareal. Perrosy colas: La relacion En un perro hayuna cola, jeudntas colas hay
entre el nimeroe de perros v el nime o en dos perros?,
de colas En tres perms, jcudntas colas habria?
Mbdificado da Castro etal. (2017). T enmueve perros, jcuantas colas habria?
Tipode Secuencia de tareas Ejemplos de preguntas
variacidn
y=x Tareal Perros yplitosdecomida La  Para un perro se necesita un fato de comida
relacion entre el numero da perros y el jeudntos platos se necesita para dos perros?,
nimero de platos de comida. Para tres pemwos, jcudntos platos serian
Tomada de Castro etal. 2017 necesarios’
Y para cuatro perros, jcudntos plates s
necesitarian’
y=2x Tarea 3. Perros v ojos: La relacion En un permo hay dos ojos, joudntos ojos layen
entre el mimero de perros v el nimero dos perros?,
de gjos. ;Cudntos ojos habria en tres perros?
Tomada de Blanton v Kaput (2004). En cvatro perros, jcudntos ojos habria?
y=2x Tarea 4. Perros, platos de comida v FPara un perro s necesita dos platos. Uno de
agua: La relacion entre el nimero de comida yune de agua. jcudntos pdatos e
perros v el nimero de platos d2 comida necesita para dos perros?
Y agua. iCudntos platos son necesarios para fres
Mbdificado dz Castro etal. (2017). perros?
;Cusdntos platos nacesitarias para cuatro
perros?
y=2x Tarea 5. Perros, ojos v colas: La 51 en un perro hay dos ojos yuna cola,
¥ relacion entre el mimero de perros v el ;eudntos oj o2 ¥ cudntas colas hay en dos
y=x mimero de ojos ¥ colas. permsT,
Tomada de Blanten v Kaput (2004). ;Cuantos ojos habria en tres perros v cudntas
colas?
T encuatro perros, jcudntos gjos yeolas
o
y=x+1 Tarea 6. Perros, platos de comida v Para un perro se necesita dos platos, uno de

o de agua: La relacion entre el
namero de perros y &l nimere dz platos
de comida yun plato de agua A cada
perroe le corresponds un plate de comida

comida yuno dz agua. Pam dos perros s2
recesita tres platos, dos de comida vune de
agua, porque todos toman de un solo plato.
Para tres pemos, j cudntos platos serian

v todos beben agua de un solo plato. necesatios?
Tomada de Castro etal. 2017) (Cudntes platos son necesarios para cuatre
perrosT

Elaboracion basada en Castro et al. (2017)

De acuerdo con Castro et al. (2017) los nifios parecen tener mas dificultades con tareas que involucran la variacion
de tipoy =x + by y = mx, que las del tipo y= x, por tanto, se considera que esta ultima seria un punto de partida
mas apropiado para el desarrollo del pensamiento funcional. Por lo anterior, la secuencia de tareas inicia con las
que involucran la variacion de tipo y= x (tareas 1 y 2), para luego pasar a la variacion del tipo y = mx (tareas 3 y 4)
y finalizar con una breve mirada a la variacion del tipo y = x + b (tarea 6).

La tarea 1 se modifico de Castro et al. (2017). Ellos propusieron la tarea perros y collares. Fue necesario hacer la
modificacion a perros y colas, porque se considerd que esto permitiria a los estudiantes comprender la secuencia de
tareas e ir articulando las respuestas de las primeras preguntas con las posteriores.
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La tarea 3 (perros y ojos) y la tarea 5 (perros, 0jos y colas) se tomaron de Blanton y Kaput (2004). Pero, se cambio
el nimero de perros en las preguntas, ellos preguntaron por la cantidad de ojos que habia en un perro, dos perros,
tres perros y 100 perros. En el presente trabajo, se pregunto por tres, cuatro, cinco, seis, ocho y diez perros.

La tarea 4 se modifico de Castro et al. (2017). Ellos trabajaron con perros y dos platos de comida para cada uno. En
el presente trabajo se presentd un plato de comida y uno de agua.

Finalmente, la tarea 6 se tomo de Castro et al. (2017). Cabe mencionar que ellos preguntaron solo hasta doce perros.
Mencionan que los estudiantes decian no entender lo que se les estaba preguntando. A diferencia de nuestra
investigacion, las respuestas de los estudiantes permitieron preguntar por un nimero mayor de perros, inclusive se
realizaron preguntas que involucraron variables.

Analisis de las entrevistas

En este trabajo se muestra las respuestas orales presentadas por los 5 estudiantes en las entrevistas de cada una de
las seis tareas. Para ejemplificar y diferenciar la actividad matematica puesta en juego por cada alumno, se los
etiqueto con la letra E seguido de un numero del 1 al 5. La letra I se destina a la investigadora.

Las respuestas estudiantiles se agruparon en dos categorias. La categoria A1 involucra el uso de figuras. En las seis
tareas, los estudiantes llegan a la respuesta a través del conteo de uno en uno (uno, dos, tres, etc.). La categoria 42,
se refiere a las soluciones elaboradas sin usar figuras. Aqui se distinguen ocho subcategorias dependiendo de la
manera de operar de los alumnos (vea la tabla 2).

Tabla 2 Tareas, categoria A2 y subcategorias.

Nuimero de tareas Subcategorias Descripcion Estudiantes
A2.1: conteo de uno en El, E2
uno.
Tarea 1 (perros y A2.2:sin contar de uno Halla la solucién rapidamente para E3, E4, E5
colas) y Tarea 2 en wuno en casos cualquier nimero de perros (diez, doce,
(perros y platos de particulares quince, etc.)
comida) A2.3: uso de variables.  Acepta las variables (m, x, z) como E3,E4, E5
representes de niimeros de perros.
A2.4: operan haciendo Realiza grupos de dos para hallar la E4, ES
grupos de dos. solucion (dos, dos, dos, dos, ocho o0jos).
(Tj‘:)rse;a 3 (perros y A2.5: suma el patron al  Identifica que el patron de la variable E4, ES
valor anterior. ojos es dos y lo agrega al valor previo
(son diez y aca son doce).
Nimero de tareas Subcategorias Descripeion Estudiantes
Tarea 4 (perros, A6 zepara la variable En lugar de hallar el nimero total de E3, E4 v E3
platos de comida v plates de comids v platos, da sl mimero de plates de comida
agua) agua por un lade v el plate dz agua por otro
(cuatro platos de comida vcuatro plates
de agua).
Tarea 5 (perros, ojos 427 zuman dos veces FReconoce que puede hallar el resultado E5
v colas) 2l mizmo nimero sumande dos veces &l misme nimero
(diez mas diez zon veinte).
Tarea & (perros, A218: agrega el plate Identifica que para coalguiernimerode E2, E3, Ed v
platos de comida v con agua perros siempre va a haber un plate con  ES
uno de agua) agua.

Nota: Quenoran, Ruiz y Nieto (2022)

-14 -



Acta Latinoamericana de

atematica Educativa SECCION 1/ANALISIS DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR
VOL 35, NUMERO 1, ARO 2022

A continuacion, se muestra de forma detallada un ejemplo de cada una de estas ocho subcategorias. Se presentan
las soluciones estudiantiles y el analisis correspondiente.

Andlisis de las respuestas estudiantiles en las entrevistas de las tareas 1y 2

A continuacion, se presentan ejemplos representativos de las categorias de las respuestas orales de estudiantes de
tercero de preescolar, correspondientes a las seis tareas que involucran pensamiento funcional.

Las respuestas de los alumnos E1 y E2, a la tarea 1, se ubican en la subcategoria A1.1. A la pregunta, ;cuantas colas
habria en cuatro perros?, al parecer, E1 no comprendio la pregunta, porque, después de una pausa cont6 de uno en
uno hasta el numero diecisiete. Esta dificultad fue superada con ayuda de figuras de perros. Seguidamente, se
transcribe la conversacion del investigador con la estudiante E1.

I: En cuatro perros, ;cudntas colas habria?

El: Una, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez, once, doce, trece, catorce, quince, dieciséis,
diecisiete.

I: Vamos a ver cudntas colas hay en cuatro perros (se pega una cuarta imagen).

E1: Una, dos, tres, cuatro (cuenta las colas de los perros con su dedo indice).

Ahora, en relacion a la tarea 2, las respuestas de E1 y E2 se ubican en la subcategoria A2.1. Esta es la interlocucion
entre [y EI.

I: Y para seis perros ;Cudntos platos necesitariamos?

E1: Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis.

I: Seis qué

El: Seis platos.

I: ;Para siete?

E1l: Uno, dos, res, cuatro, cinco, seis, siete platos

Lo anterior, indica que E1 reconocio el patron como un proceso de conteo (uno, dos, tres, cuatro) y no como una
relacion general (por ejemplo, “es uno mas cada vez”) (Blanton, et al. (2015)). Esta forma de operar no permite
establecer la relacion entre un conjunto de valores de una misma variable (colas), o la relacion entre las dos variables
(perros y colas). Por tanto, se puede decir que E1 y E2 no dan cuenta de emplear pensamiento funcional en las
entrevistas de estas tareas.

Por otra parte, de acuerdo con las soluciones proporcionadas por los estudiantes E3, E4 y E5 se puede observar que
sus respuestas se ubican en la subcategoria A2.2 y muestran evidencias de pensamiento de correspondencia. Pues,
identifican la regla que les permite hallar el nimero de colas en la entrevista de la tarea 1 y el nimero de platos en
la entrevista de la tarea 2, dado un niimero de perros. El siguiente fragmento es el dialogo entre I y E3 con respecto
ala tarea 1.

I: En quinientos perros, ;cuantas colas habria?
E3: Quinientas colas.

I: ;Coémo sabes que son quinientas colas?

E3: Porque son quinientos perros.

I: Qué tal un millén, ;cuantas colas habria?
E3: Un millon de colas.

I: Por qué un milldn de colas.

E3: Porque es un millon de perros.

Cabe resaltar, que E3, E4 y ES transitaron de situaciones particulares a la generalizacion considerando las variables
m, x,4,3). Ellos no tuvieron dificultad en aceptar las letras como representantes de cantidades (Castro et al.
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(2017)). De esta manera, las soluciones de estos tres estudiantes se sitilan en la subcategoria A2.3, dando evidencia
de pensamiento de correspondencia. A continuacion, se muestra lo antes mencionado.

I: Si tenemos m perros, cudntas colas habria?
E3: ; m colas?

I: ;Por qué m colas?

E3: Porque son mperros.

I: ;Cuantas colas habria en x perros?

E3: x colas.

Al comparar las respuestas entre los nifios del CONAFE y los nifios entrevistados por Castro et al. (2017), quienes
aplicaron la tarea perros y collares (tarea de tipo ¢ = x ), se evidencid que, en ambos casos, algunos nifios (como
E3, E4 y ES, nifios del CONAFE) muestran evidencias de razonamiento algebraico porque no tuvieron dificultades
en pasar de situaciones particulares a la generalizacion de variables.

Analisis de las respuestas estudiantiles en la entrevista de la tarea 3

Ahora nos enfocamos en las categorias A2.4 y A2.5, donde se ubican las producciones orales de los alumnos E4 y
E5. Ellos hallaron el nimero de ojos, considerando hasta diez perros, se dieron cuenta que, un perro tiene dos ojos
y para un numero mayor de perros agregaron dos ojos por cada perro que consideraban, identificando, de esta
manera, pensamiento de recurrencia.

En el fragmento dado abajo, se observa que la solucion del alumno ES5 se ubica en la subcategoria A2.4. El identifica
que el patrén de la variable numero de ojos (en un perro) es dos. Asi, al preguntarle por cudntos ojos habria en
cuatro perros, €l responde: “ocho”. ;Como lo hizo? ES menciona que “son dos ojos, otros dos, otros dos y otros
dos, son ocho”. Esto indica que hizo grupos de dos y sumo de dos en dos. Aqui el didlogo sostenido con este
estudiante.

I: Y en cuatro perros, /cuantos ojos habria?

ES: Ocho ojos.

I: {Coémo sabes que son ocho?

ES: Porque son dos ojos, otros dos, otros dos y otros dos son ocho.

Otra forma de contar empleada por E5 se ubica en la subcategoria A2.5. Después de preguntar por el nimero de
ojos en diez perros, la investigadora hizo la siguiente pregunta: ;qué tal si hubiese un perrito mas?, ;cuantos ojos
mas habria?, E5 respondio: “once” y luego dice “doce ojos”. En su respuesta se evidencia que hizo grupos de dos
llegando a diez y finalmente le agregd dos para un total de doce ojos, tal como se observa a continuacion.

I: [...] Aaah son diez, ;/qué tal si hubiese un perrito mas?, ;cuantos ojos mas habria?

E5: Once.

I: {Once?

ES: Y doce ojos.

I: ;Cémo sabes que son doce?

ES: Porque son dos, dos, dos, dos, dos, entonces son diez y aca son doce (sefialando la hoja con el dedo indice como
si mirara las figuras de los perros).

De esta forma se concluye, que tanto los informantes del estudio de Blanton y Kaput (2004), como dos nifios del
CONAFE (E4 y E5) identificaron el patron en la variable ojos (tarea 3) y operaron a partir de ello. Este aspecto es
importante, porque los estudiantes identificaron la variacion en la variable ojos. Aunque, no establecieron la relacion
en términos de generalizacion, tal como: “siempre que agregamos un perro mas, obtenemos dos ojos mas”, que fue
la respuesta colectiva proporcionada por los nifios en el estudio de Blanton y Kaput (2004).
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Andlisis de las respuestas estudiantiles en la entrevista de la tarea 4

En las respuestas proporcionadas por E3, E4 y ES se identifico la subcategoria A2.6 y evidencias de pensamiento
de correspondencia. Si bien, ellos no hallaron el total de ntimero de platos para un determinado nimero de perros,
si identificaron que el numero de platos de comida o el numero de platos de agua es el mismo que el numero de
perros, lo que les permitio hallar la solucion correcta al preguntar tanto por un niimero pequeflo de perros (cuatro
perros) como por un numero grande (quinientos perros). Incluso, preguntas que involucran variables. Aqui, el
dialogo entre la I y ES.

I: [...] Y para 500 perros, ;cuantos platos se necesitaria?

ES5: Son 500 perros, 500 platos de comida y 500 platos de agua.

I: ;en un millon de perros cuantos platos necesitariamos?

E5: Un millon de platos de comida y un millén de platos de agua.
I: {Como sabes que son un millon de platos de comida y de agua?
ES5: Porque son un millén de perros.

Cabe mencionar que, en el tipo de soluciones proporcionadas por los estudiantes en la entrevista de esta tarea, no
se evidencia relacion alguna con aquellas respuestas obtenidas en la investigacion de Castro et al. (2017). Quiza
porque, en Castro y colaboradores presentaron la tarea, perros y platos de comida, donde a cada perro le corresponde
dos platos de comida y en este caso a cada perro necesita un plato de comida y uno de agua.

Andlisis de las respuestas estudiantiles en la entrevista de la tarea 5

Un aspecto importante en las respuestas de los estudiantes frente a la entrevista de la tarea “perros, ojos y colas”,
particularmente, las producciones de E5 se relacionan con la subcategoria A2.7. A la pregunta: ;cudntos ojos y
cuantas colas hay en diez perros? El estudiante menciona que “diez colas” y “veinte 0jos” y mas adelante expone
que “los perros tienen dos ojos y son diez, entonces son veinte ojos”. Esto significa que, el estudiante suma dos
veces el mismo niimero Castro et al. (2017). El didlogo entre [ y ES, permite evidenciar el paso del empleo del
pensamiento de recurrencia al de correspondencia.

I: [...] Y en 10 perros?

ES: Diez colas.

I: ¢ Y cuantos ojos habria?

ES: Veinte ojos.

I: ;Como sabes que son veinte 0jos?

ES5: Porque en diez perros son veinte 0jos.

I: Pero, por qué veinte ojos.

ES5: Porque los perros tienen dos ojos y son diez entonces son veinte 0jos.

Al comparar las soluciones estudiantiles de esta tarea, particularmente, la expuesta por ES, “los perros tienen dos
ojos y son diez entonces son veinte 0jos” se relaciona con la respuesta proporcionada por los nifios objeto de estudio
en Castro, et al. (2017), en la tarea perros y platos de comida (dos platos de comida por cada perro). Estos autores
preguntaron por /cuantos platos se necesita para cinco perros? Ellos sefialan que un estudiante respondio que se
necesitan diez platos, porque sumo cinco mas cinco.

Anadlisis de las respuestas estudiantiles en la entrevista de la tarea 6

En este ultimo apartado, E2, E3, E4 y E5 evidencian pensamiento de correspondencia. E2 hall6 el nimero de platos
hasta seis perros, E3 hasta veinte, mientras que E4 y ES reconocieron el patron de tomar el mismo ntimero de platos
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que de perros, y tuvieron en cuenta que cualquier cantidad de perros iban a beber agua del mismo plato. En el
siguiente fragmento se evidencia que E2, a la pregunta ;cuantos platos se necesita para cuatro perros?, E2 dice:
“cuatro platos de comida” y a la pregunta ;y cuantos de agua?, menciona que “uno”. Igualmente, al preguntar para
seis perros, responde “seis de comida y uno de agua”, que se ubica en la subcategoria A2.8.

I: Si tuviéramos cuatro perros, /cuantos platos necesitariamos?
E2: Cuatro platos de comida.

I: ;Y cuantos de agua?

E2: Uno.

I: (Y si tuviéramos seis perros?

E2: Seis platos de comida y un plato de agua.

Castro et al. (2017) mencionan que en esta tarea obtuvieron poca informacion debido a que, muy pocos estudiantes
habian identificado el patrén de tomar el mismo numero de platos que de perros y agregarle el plato con agua. A
diferencia de ellos, en esta investigacion, hallaron la soluciéon tanto en casos particulares como en casos que
involucraron variables.

Conclusiones

Este trabajo aporta evidencias acerca de pensamiento de recurrencia y de correspondencia en cinco nifios de tercero
de preescolar, alumnos del subsistema educativo CONAFE, México. Los testimonios fueron recabados mediante
las respuestas orales de seis tareas del tipoy = x (tarea 1 y 2),y = 2x (tarea 3 y 4),y =xyy = 2x (tarea 5) y
y = x + 1 (tarea 6).

A diferencia de las investigaciones de Blanton y Kaput (2004) y Castro et al. (2017), el presente estudio da cuenta
del pensamiento funcional de cada uno de los cinco alumnos que entrevistamos. Estos autores reportaron evidencias
de pensamiento de correspondencia y covariacional en escolares de este mismo nivel educativo. Nosotros no
observamos este ultimo tipo de pensamiento en nuestros informantes.

Los participantes en el presente trabajo dan evidencias de pensamiento de recurrencia en la tarea 3, perros y 0jos
(de tipo y = 2x). Fue la tarea mas dificil, porque el pensamiento operacional de nuestros informantes es atin aditivo,
lo que les impide reconocer que es el doble o que pueden hallar el resultado multiplicando por dos (Castro et al.
(2017)). El pensamiento de correspondencia se evidencia, en la tarea 1 (perros y colas), tarea 2 (perros y platos de
comida), tarea 4 (perros, platos de comida y agua), tarea 5 (perros, ojos y colas y tarea 6 (perros, platos de comida
y uno de agua). Los estudiantes identificaron la relacion entre las variables involucradas, estableciendo una regla
que les permitiera hallar el resultado a partir de un valor dado. En vista de lo anteriormente dicho, podemos afirmar
que la secuencia de tareas presentadas es factible y se puede llevar al aula de clases para fomentar el pensamiento
funcional en alumnos de preescolar.

La principal limitacion del presente trabajo es la escasa bibliografia acerca del pensamiento funcional en nifios de
preescolar. Hasta donde sabemos, no existen reportes de produccion escritas elaboradas por nifios de este nivel
educativo, por lo que es recomendable aplicarlas a estudiantes de los primeros grados de educacioén primaria y
solicitar que las respuestas sean escritas, como forma de complementar el presente estudio. Si bien, entrevistamos
presencialmente a nuestros informantes, ellos estuvieron en confinamiento parcial debido a la pandemia por el
COVID 19. Esta variable no fue considerada en nuestro estudio, aunque la tutoria por pares, maestro-alumno, es
relevante en el modelo ABCD del CONAFE. Tampoco consideramos la variable género ni la cultura propia de la
comunidad de los escolares participantes. Dado que México es un pais pluricultural, estas dos ultimas variables
pueden cambiar significativamente de una comunidad a otra.
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Resumo

Este trabalho apresenta alguns resultados de uma pesquisa, cujo objetivo ¢ analisar a contribuigdo da
Etnomatematica na escola estadual indigena KaraiKuery Renda do povo Guarani M’bya, para a preservacao da
cultura indigena. A pesquisa contribui para a valorizagdo dos conhecimentos, em particular os matematicos, gerados
e difundidos pelos membros da comunidade, pois entendemos que as pessoas precisam interagir com o mundo
utilizando e reforgando os valores da sua propria cultura. A metodologia utilizada é a observagdo participante na
aldeia e entrevistas semiestruturadas com os professores da escola. Resultados preliminares mostram um avango na
valorizacao cultural desse povo, por meio de sua educagdo escolar indigena que ainda precisa ser melhorada.

Palavras chaves: etnomatematica, educagdo escolar indigena, Guarani

Abstract

This paper presents some results of a research aimed at analyzing the contribution of ethno-mathematics in the
KaraiKuery Renda indigenous state school, of the Guarani M'bya people, for the preservation of indigenous culture.
The research contributes to the assessment of knowledge, especially mathematics ones, generated and disseminated
by community members, since we understand that people need to interact with the world by using and reinforcing
the values of their own culture. The methodology used is participant observation in the village, and semi-structured
interviews with the school teachers. Preliminary results show an advance in the cultural valuation of this people,
through its indigenous school education which still needs to be improved.

Keywords: ethnomathematics, indigenous school education, Guarani
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Introducio

Desde a época do Brasil colonial até o final da década de 1980, a educagdo escolar indigena no Brasil teve uma
tendéncia voltada a homogeneizacao cultural, objetivando tornar os indigenas cidadaos brasileiros desconsiderando
suas diferencas culturais, étnicas e linguisticas. De acordo com o Referencial Curricular Nacional para as Escolas
Indigenas - RCNEI (Brasil, 1998b) - a rotina da maioria dos povos indigenas, no Brasil, acontece num enredo de
conflito entre conhecimentos indigenas e ndo indigenas. Porém, a Constituicdo Federal (Brasil, 1988), garante uma
educacdo diferenciada e de qualidade, construida e planejada. A legislagdo foi um grande avanco, mas para que se
faga uma ruptura com a perspectiva educacional eurocéntrica, a lei precisa ser efetivamente cumprida.

A educagio diferenciada nas escolas das comunidades indigenas precisa atender duas necessidades: o acesso aos
conhecimentos universais e as praticas escolares que promovam respeito aos conhecimentos tradicionais da cultura.
Ha mais de 30 anos ¢ dever do estado oferecer uma educacdo escolar indigena bilingue e intercultural, porém ¢
necessario que o Estado também assegure que os povos indigenas tenham o efetivo controle de suas escolas,
proporcionando uma formagdo adequada aos professores indigenas e outros membros da comunidade que possuem
interesse em atuar nas escolas da etnia. Assim, a adequagao do curriculo e a escolha do Projeto Politico Pedagogico
(PPP), poderao ser elaborados pelos professores indigenas, a comunidade, as liderangas e assessorias, sempre com
a intencao de recuperar e preservar a historia da comunidade. Cada etnia deveria produzir seu proprio material
escolar, porém, devido ao grande numero de etnias, produzir materiais especificos para cada uma delas ainda ¢ um
grande desafio para manter a qualidade do ensino.

Segundo a Fundagdo Nacional do indio (FUNAI) (Brasil, 2018), atualmente, no pais, encontram-se 305 povos
indigenas que falam 274 linguas diferentes. No estado do Rio de Janeiro, no Brasil, existem indigenas da etnia
Guarani do subgrupo M’bya, falantes da lingua Guarani. Este povo ocupa no estado trés terras indigenas: a Terra
Indigena Araponga e a Terra Indigena Parati-Mirim, localizadas no municipio de Paraty e a Terra Indigena Guarani
de Bracui, localizada no municipio de Angra dos Reis, local onde sdo realizadas as pesquisas deste trabalho.

Todas as matérias obrigatorias que sdo ministradas dentro do espago escolar possuem o potencial de serem
trabalhadas numa perspectiva que valorizem a cultura da comunidade. A nossa pesquisa restringe-se a investigar a
disciplina matematica.

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (1998a, p. 33) apontam o Programa Etnomatematica como
uma proposta de agdo pedagdgica com o intuito de entender a realidade do aluno e fazer uma conexao da matematica
com a pluralidade cultural. A Etnomatematica ndo se limita apenas em entender os conhecimentos matematicos
realizados no cotidiano dos alunos, mas possui uma abordagem bem mais ampla. O Programa Etnomatematica, do
ponto de vista educacional, oportuniza uma possivel articulagdo entre o conhecimento académico e o conhecimento
empirico propiciando um significado social e culturalmente contextualizado no que diz respeito ao ensino da
matematica.

A escola deve ser um espaco de reflex@o e construcao coletiva com a participacao direta dos estudantes, professores
e membros da comunidade, com o intuito de formar individuos criticos em relagdo a realidade em que estdo
inseridos. Introduzindo elementos da cultura do seu povo no processo de ensino da matematica, a aprendizagem se
torna mais significativa contribuindo para que o aluno entenda o espaco onde vive, além de relacionar a matematica
praticada na sua cultura com a matematica praticada em outras culturas.

Diante dessas reflexdes, o problema que norteia a nossa investigacdo €: que contribuicdes a Etnomatematica pode
dar a educacao escolar indigena Guarani M’bya?

Estudos de Etnomatematica ajudaram a esclarecer que a matematica esta em todos os processos de ensino ¢
aprendizagem, como parte de processo ¢ enculturagdo. Quando algumas técnicas, digamos, de construgdo de
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casa, sao passadas para a geragdo seguinte nos também estamos testemunhando um processo de educagao
matematica. (Skovsmose, 2007, p. 48).

Assim, ¢ importante que a comunidade reconhega a importancia da matematica produzida pelo seu povo e relacione-
a com a matematica praticada na academia.

Ao analisarmos a trajetoria das escolas indigenas no Brasil, percebemos que foram estruturadas sob a otica da escola
tradicional e que, infelizmente, a historia registra alguns resultados desastrosos no que diz respeito aos projetos
politicos pedagogicos para essas escolas. Mattos e Ferreira Neto relatam sobre suas investigagdes que:

Percebemos em muitas escolas indigenas, a falta de cuidado das secretarias de educagdo ao implantar um
curriculo escolar nas aldeias, sem levar em consideracdo o conhecimento ja adquirido por todas as etnias ao
longo do territorio brasileiro. Confeccionar material didatico levando em conta a contextualizagdo de cada
assunto, respeitando a cultura dos povos indigenas ¢, de certa forma, uma maneira de arcar com uma divida
que ao longo dos anos, desde a chegada dos europeus ao Brasil até os dias de hoje, “assombra” a cultura
destes povos. (Mattos e Ferreira Neto, 2016, p. 83)

A escola ¢ um espago para se refletir, aprender sobre outras culturas e, principalmente, sobre a historia do seu
proprio povo e € de extrema relevancia que as escolas montem seus projetos politicos pedagogicos pautados na
cultura do seu povo. D'Ambrosio (2011, p. 43) fala que conhecer as diferentes culturas se torna assertivo, desde que
as raizes sejam fortes. Em especial, na educacdo matematica, a Etnomatematica pode fortalecer essas raizes.

Como as dificuldades no ensino da Matematica sdo muitas, percebemos a importancia de novas propostas
pedagbgicas na area, pois segundo Freire (2004, p. 27) devem ser criadas oportunidades para que haja a
possibilidade de uma producao propria e ndo apenas a “transmissao” de conhecimento. Dai surge a necessidade de
se pesquisar sobre o assunto, observar o que ja € utilizado e a partir dessas analises sugerir novas propostas.

[...] 2 educacdo indigena pode se realizar com a presenca do educador ndo-indio, ndo para transferir nenhum
tipo ou modelo de contetido, mas para que, no didlogo com os povos indigenas, eles possam reconhecer como
cientificas as construgdes produzidas por seus antepassados|...]. (Scandiuzzi, 2009, p. 23)

A aprendizagem ndo ¢ realizada apenas no espago escolar, em uma comunidade indigena, todos os espacos sdao
lugares onde o conhecimento sdao passados dos mais experientes para os mais novos, mas o fato € que as criangas
frequentam a escola regularmente e isso nos leva a refletir se a matematica ensinada no espaco escolar realmente
auxilia no desenvolvimento sociocultural desse povo.

Referencial teorico

A matematica presente no cotidiano de uma comunidade é tdo importante quanto a académica e ambas devem ser
valorizadas e trabalharem conjuntamente. O presente trabalho descreve alguns resultados de uma pesquisa que
investiga a educagdo escolar indigena de uma comunidade que luta para que a sua cultura seja preservada. O
referencial teorico principal da presente pesquisa ¢ o Programa Etnomatematica de Ubiratan D' Ambrosio (2011, p.
63), que utiliza o seguinte conceito de carater etimologico para fundamentar a palavra etnomatematica: “[...] ha
vérias maneiras, técnicas, habilidades (ticas) de explicar, de entender, de lidar e de conviver com (matema) distintos
contextos naturais e socioecondmicos da realidade (etnos)” e indica como um dos objetivos, dar significado a modos
de fazer e saber das varias etnias no que diz respeito as praticas de natureza matematica e, a0 mesmo tempo, agregar
conhecimentos de outras culturas.

Cada grupo social possui a sua forma singular, propria da sua cultura, de realizar suas tarefas no seu dia a dia. Dessa
forma, entendemos que os saberes das praticas cotidianas devem estar presentes na educacdo escolar reconhecendo
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e valorizando o conhecimento que o aluno constr6éi durante sua trajetoria. No contexto escolar, a insercdo da
Etnomatematica se torna positiva, pois busca conciliar o conhecimento matematico legitimado pela ciéncia aos
conhecimentos que sdo realizados no cotidiano dessa comunidade. D’ Ambrosio (2011, p. 23) nos diz que “um
importante componente da etnomatematica ¢ possibilitar uma visdo critica da realidade, utilizando instrumentos de
natureza matematica”. Para que o ensino da matematica tenha significado e encaminhe o educando a uma reflexao
critica de sua realidade social langamos mao do movimento Educacdo Matematica Critica (EMC) que tem como
suporte os trabalhos de Skovsmose (2007, 2013). Essa corrente recebeu visibilidade na década de 1980 e nos traz
questdes relacionadas a democracia e a justica social e nos da suporte para melhor compreender os aspectos politicos
da educacao matematica.

A teoria da EMC nos diz que para direcionar o aluno a uma postura critica, o ensino e aprendizagem da matematica
deve possuir questdes sociais e politicas que o levem a refletir sobre questdes que envolvam o seu cotidiano e ndo
apenas a modelos matematicos estruturados pelo curriculo que ndo envolvem o aluno como sujeito de sua agdo,
pois segundo Skovsmose (2013, p. 38) “a educacdo deve ser orientada para problemas, quer dizer, orientada em
dire¢do a uma situacao “fora” da sala de aula”. Logo, para que haja uma significativa e ampla compreensdo dos
alunos, explorar a contextualizagdo social onde os mesmos estao inseridos oportuniza uma aquisi¢ao de aprendizado
consideravel.

Para estruturar o entendimento no que diz respeito a educa¢ao matematica na Etnomatematica lancamos mao da
obra de Vergani (2007). Em sua obra a autora discorre sobre a importancia de formar jovens capazes de entender e
interagir com o mundo sem eliminar os valores da sua propria cultura.

Refinando a investigacao, consideramos as pesquisas sobre a Etnomatemadtica na cultura indigena de pesquisadores
atuantes na area, como as analises de Mattos e Ferreira Neto (2016) e Scandiuzzi (2009). Trabalhos esses que
diminuem o “abismo” existente entre a matematica pratica e a tedrica e reconhecem e valorizam o conhecimento
especifico no contexto de cada comunidade indigena.

A Constituicdo (Brasil, 1988) resgata todos os direitos dos povos indigenas e no que tange a educagdo, a mesma
deve colaborar com estas populacdes no sentido de que possam manter suas manifestacdes culturais e suas
identidades. Unindo forc¢as, a Constituicdo Federal de 1988 e a Lei de Diretrizes ¢ Bases da Educac¢ao Nacional
(Brasil, 1996) garantem uma educac¢ao diferenciada, e entendemos que ndo existe escola diferenciada sem material
diferenciado. Como norteador desses assuntos teremos os Pardmetros Curriculares Nacional — PCN do ensino
fundamental (Brasil, 1997, 1998a) e o Referencial Curricular Nacional para as Escolas Indigenas - RCNEI (Brasil,
1998b).

Método

A pesquisa esta sendo realizada na Escola Estadual Indigena Karai Kuery Renda, da etnia Guarani M’bya, na aldeia
Sapukai, localizada em Bracuhy, no municipio de Angra dos Reis, no estado do Rio de Janeiro, Brasil. Para a
execugdo da presente pesquisa se tornou indispensavel a compreensao do que vem a ser a metodologia qualitativa.
Segundo Angrosino (2009), a pesquisa qualitativa ndo ¢ apenas o oposto da pesquisa quantitativa, ela tem como
objetivo investigar a forma como as pessoas constroem o mundo a sua volta, o que nos levou ao entendimento de
que poderiamos melhor nos acercar do nosso objeto de estudo. A pesquisa possui uma abordagem qualitativa e
versa sobre o enfoque da Etnomatematica na educacdo escolar indigena, com observacdes da rotina da aldeia,
conversas com os membros da comunidade e entrevistas semiestruturadas.

Para que a investigagdo alcangasse os objetivos pretendidos, a elaboracdo de um roteiro com as perguntas que foram

realizadas durante a condugdo da entrevista se tornou indispensavel. Trabalhos dos autores Mattos e Ferreira Neto
(2016) e Scandiuzzi (2009), serviram de inspiracdo, pois sdo autores que possuem investigagdes realizadas
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diretamente dentro de diversas comunidades indigenas e suas pesquisas contribuiram para a decisdo de quais
perguntas seriam relevantes no processo de investigagao.

As entrevistas foram realizadas com os professores que ministram a disciplina matematica e a diretora da escola.
Sao seis professores indigenas que atuam do 1° ao 5° ano do ensino fundamental I, moradores da aldeia, sendo dois
professores do 1° ano (pois a escola possui duas turmas do 1° ano) e um professor ndo indigena que atua nas turmas
de 6° ao 9° ano do ensino fundamental II.

Resultados

Para que a lingua nativa seja preservada, uma condi¢do fundamental nas escolas indigenas ¢ que os professores
sejam da etnia e com este objetivo as aulas dos 1° e 2° anos do Ensino Fundamental I sdo ministradas em guarani,
mas a lingua portuguesa ¢ trabalhada entre a grade de disciplinas e assim os alunos ja t€ém o primeiro contato com
a lingua portuguesa, visto que os membros da comunidade se comunicam entre si através da lingua materna. A
perpetuacdo do idioma de cada etnia ¢ muito importante para a valorizagdo da cultura local, porém, para que os
membros da comunidade tenham acesso aos seus direitos, aos conhecimentos universais e a oportunidade de cursar
uma universidade, se torna importante que a lingua portuguesa seja praticada e fixada entre os integrantes da
comunidade, entdo, a partir do 3° ano as aulas passam a ser ministradas em portugués, para que os alunos aprendam
este segundo idioma. Por ser ainda um periodo de transicdo, muitos alunos sentem dificuldades com a lingua
portuguesa, entdo os professores, sempre que necessario, retomam a explicagdo em guarani. Assim, em uma mesma
aula, os professores explicam o conteudo em portugués e na lingua nativa.

Na rotina de uma comunidade indigena, todos os espagos da aldeia sdo locais onde as experiéncias dos mais velhos
sdo passadas para os mais novos, oportunizando que os conhecimentos tradicionais daquela comunidade sejam
passados através das geragoes. Com a implantagdo da educacgdo escolar indigena, em algumas comunidades, foram
estabelecidos espagos onde os conhecimentos escolares, indicados por um curriculo, sejam lecionados por
professores indigenas ou ndo indigenas. A aldeia, onde foram realizadas as pesquisas, conta com uma escola que
possui uma infraestrutura bem precaria, edificada com muito esfor¢o pelos membros da comunidade.

Durante a investigacdo, perguntamos aos professores se eles utilizam o cotidiano para ensinar conceitos
matematicos. Um dos professores relata que:

Na verdade, a gente trabalha um pouco da relagdo, é..., por exemplo, eu, particularmente procuro trabalhar
assim, o que tem a ver com a realidade do dia a dia, por exemplo, na constru¢do de casa, a gente, porque na
nossa cultura é assim, a gente nao pode cortar arvore, pra gente desperdicar, tem que cortar de acordo com o
que que a gente vai usar, voce cita..., até pra gente cuidar do meio ambiente também. (Professor L., 2017)

O mesmo professor, ao ser perguntado se levava os alunos para realizar alguma atividade relacionada a matematica
fora da sala de aula, deu a seguinte resposta:

Sim, as vezes sim, quando tem uma constru¢ao de uma casa, assim, a gente d4 uma olhada, faz a medida, ai,
uma vez, a gente saiu, depois na, trabalhamos aqui na sala com a medida. (Professor L., 2017)

A maioria das aulas de matematica ainda sdo ministradas dentro da sala de aula, pois os professores possuem
dificuldades em relacionar questdes da matematica com o cotidiano, devido a formacao tradicional dos professores.
Porém, em algumas ocasides, como a constru¢do de uma casa, eles aproveitam a oportunidade para transmitir um
conhecimento que ¢ passado de gera¢do em geracdo associando com a matematica escolar.

Além da construgdo de casas, outros exemplos foram citados pelos professores. No ensino da aritmética elementar,
o uso de sementes ¢ muito utilizado como recurso pedagogico e a utilizagdo desse material concreto ¢ muito bem
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recebido pelos alunos, visto que ¢é utilizado como componente facilitador na construgdo do conhecimento, além de
ser um elemento encontrado facilmente na comunidade.

Ao serem perguntados sobre o processo de avaliagdo dos alunos, os professores do 1° e 2° anos do ensino
fundamental I responderam que nesses dois anos, ndo existe a obrigatoriedade de uma prova e que os alunos sao
aprovados automaticamente. Eles avaliam os alunos observando-os durante as aulas e quando percebem que os
alunos ndo compreenderam o conteudo, eles explicam novamente até certificarem-se que os mesmos entenderam o
assunto que foi ministrado naquele dia. A partir do 3° ano os alunos ja realizam avaliagdes e o professor nao indigena
relata como ele realiza as suas avali¢des:

Eu faco trés avalia¢des, ndo tem nenhum critério repetitivo, as vezes eu junto com os professores e a gente
faz interdisciplinar, [...], prova normal valendo 5, que eles exigem isso, € um trabalho. O meu eu fago sempre
no quadro, eu chamo todos eles no quadro, claro, ndo no mesmo dia, mas eu complemento no outro, porque
eles ndo tém o habito de levar o material para casa e fazer exercicio em casa. (Professor A., 2017)

A escola possui uma forma oficial de avali¢do dos alunos a partir do 3° ano do ensino fundamental I, como no
processo de avaliacdo de uma escola tradicional. Essa prova compde metade da avaliacdo e a outra metade da
pontuacao fica a critério do professor decidir qual a melhor forma de avaliagdo. Os professores indigenas preferem
avaliar os alunos observando-os durante as aulas e o professor ndo indigena prefere realizar atividades diferenciadas
sozinho ou em parceria com outros professores, indigenas ou ndo. A participagdo direta dos alunos nas praticas
educacionais que envolvem um conhecimento que esta presente na sua cultura torna a aprendizagem mais atrativa
e significativa para eles.

Em uma escola indigena, o ideal ¢ que todos os professores sejam membros da etnia, pois a participacao direta da
comunidade pode contribuir para que a educacao escolar indigena especifica e diferenciada tenha um olhar voltado
para efetivo exercicio da cidadania daquela comunidade, como indica o RCNEI (1998b, p.24). Durante a
investigacdo, perguntamos aos professores indigenas a opinido deles sobre a atuacao de professores nao indigenas
na escola. Todos indicaram como positiva essa cooperagdo, como relata o professor guarani L.:

E bom, ¢, porque, na verdade, o desafio maior, que hoje a gente vé, é..., a gente ndo tem muito apoio assim
pedagdgico né e nds professores so6 temos, uns t€m ensino meédio, alguns tem s6 o ensino fundamental, entdo
a gente, por exemplo, a gente tem o quarto ano, ano que vem vai passar pro quinto e depois do quinto a gente
j4 ndo tem mais assim conhecimento pra ta ensinando eles, entdo precisa das pessoas que ja fez a faculdade
pra poder ensinar, pra ser a educacao de qualidade pra eles. (Professor L., 2017)

Portanto, os professores indigenas entendem que para oferecer uma educagdo de qualidade para as suas criancas, se
torna indispensavel a atuacdo de professores ndo indigenas na escola da comunidade. Como a comunidade ainda
ndo possui um professor com formagao em licenciatura em Matematica, para que a educacao escolar dos alunos
avance ¢ necessario a presenca de professores nao indigenas.

Também perguntamos a opinido dos professores indigenas sobre a troca de conhecimentos entre professores
indigenas e ndo indigenas. Essa troca foi apontada por eles como positiva, como relata um professor indigena:

Eu gosto e eles também gostam, a troca de conhecimento com eles, porque nds indigenas temos dificuldades
em algumas disciplinas né, algumas matérias, ai eles ajudam, tem professor aqui que é coordenador também
¢ eles ajudam a elaborar provinha pra eles. (Professor C., 2017)

Os professores também relatam o interesse dos professores que ndo sdo indigenas pela cultura guarani e nesses

momentos de conversa, ocorre um fortalecimento da lingua portuguesa, visto que alguns professores indigenas
possuem dificuldades com este idioma. Essa troca também proporciona que a cultura guarani seja levada para fora
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da aldeia e também eles aprendem bastante sobre a cultura do jurua (homem branco), pois eles entendem a
necessidade de conhecer a cultura universal.

A produgdo de conhecimentos em uma comunidade indigena ¢ baseada na observacdo e na conversacao dos mais
novos com os mais velhos. Na educagao escolar indigena, com a necessidade de serem transmitidos conhecimentos
previamente estipulados por um curriculo, para auxiliar nesse processo, ¢ importante que a comunidade possua um
material didatico especifico e bilingue que contemple a cultura local.

Durante a pesquisa, constatamos que a escola possui somente os livros disponibilizados pela secretaria estadual de
educacdo que sdo comuns as outras escolas da rede. Esses livros sdo pouco utilizados dentro da sala de aula, visto
que, nos 1° e 2° anos do ensino fundamental as aulas sdo ministradas exclusivamente em guarani e estes livros estao
em portugués. A partir do 3° ano, onde as aulas comegam a ser ministradas em portugués, os livros ainda sao pouco
utilizados pelos professores, devido a dificuldade com a lingua portuguesa e a contextualizagdo de problemas que
nao fazem parte da cultura local.

Uma pesquisadora e professora ndo indigena, em parceria com um professor indigena da comunidade, produziu um
livro didatico bilingue que contempla os contetdos dos dois primeiros anos do ensino fundamental I. Porém, com
a dificuldade financeira e falta de apoio da Secretaria Estadual de Educagdo para se reproduzir o livro em larga
escala, esse material ndo € utilizado durante as aulas.

Perguntamos a um professore indigena se os alunos possuem alguma dificuldade para aprender contetdos
curriculares da disciplina matematica. A resposta do professor esta transcrita a seguir:

Bom, pra gente, o mais dificil é lingua portuguesa, é..., porque, pra vocé entender, pra vocé fazer um trabalho
ou alguma atividade, vocé tem que entender bem o portugués primeiro. O portugués € o principal. Na lingua
portuguesa, mesmo pra vocé€ fazer matematica, vocé€ tem que entender o que ta falando ali, entdo a crianca
tem mais dificuldade em, nessa parte né. Mas quando vocé s6 passa s6 numero, ai sim ¢ mole pra eles.
(Professor C., 2017)

Percebemos na fala do professor indigena que quando os professores trabalham com os alunos os assuntos da
aritmética elementar, os alunos possuem maior facilidade em entender o contetido e relacionar os calculos com as
tarefas do dia a dia. A dificuldade surge quando eles precisam trabalhar com assuntos mais contextualizados, pois
como a escola ndo conta com livros na lingua nativa e os professores usam os livros oferecidos pela Secretaria
Estadual de Educacdo, que sdao publicados apenas na lingua portuguesa, os alunos comegam a demonstrar
dificuldade com os conteudos da matemadtica devido a falta de dominio da lingua portuguesa.

Conclusoes

A comunidade luta para que a sua cultura seja preservada, e a educagdo escolar indigena ¢ fundamental para que os
valores da etnia sejam passados para as novas geragoes, além de tornar a aprendizagem mais significativa. Segundo
D'Ambrosio (2011, p. 46-47), “a proposta pedagogica da etnomatematica ¢ fazer da matematica algo vivo, lidando
com situacdes reais no tempo [agora] e no espago [aqui]”. No que diz respeito a Etnomatematica, percebemos que
os professores, devido a uma formagao “tradicional”, possuem dificuldades em inserir elementos do cotidiano da
aldeia nas aulas de matematica ou utilizar outros espagos para a realizacdo das mesmas.

A escola ainda ndo possui um material pedagogico proprio para a comunidade, contando apenas com os livros
oferecidos pela Secretaria Estadual de Educagdo, que ndo sdo especificos para aquela etnia. Porém existe um
interesse dos professores que um material didatico bilingue e que contemple a cultura da comunidade seja
confeccionado. De fato, para que a educacdo escolar indigena seja diferenciada se faz necessario que o material
pedagdgico também seja diferenciado.
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A atuagdo de professores ndo indigenas € vista como algo positivo, pois a comunidade ainda ndo possui professores
com a qualificacdo necessaria para a atuagdo no ensino fundamental II. Os professores indigenas entendem que,
para que o ensino de suas criangas ndo seja interrompido, se faz necessario a atuagdo de professores ndo indigenas.
A troca de experiéncias entre professores indigenas e ndo indigenas também fortalece a proficiéncia da lingua
portuguesa entre os membros da comunidade. Uma das dificuldades relatadas pelos professores indigenas, em
relacdo ao ensino da matematica, foi a falta de dominio com a lingua portuguesa, tanto dos professores indigenas
quanto dos alunos.

A escola utiliza a prova escrita como parte da avaliagdo dos alunos a partir do 3° ano do ensino fundamental I e os
professores possuem uma liberdade maior para compor a outra parte da avalicdo, escolhendo atividades que
respeitem as caracteristicas daquele grupo. Nas turmas de 1° e 2° anos ndo existe a obrigatoriedade de uma avaliagdo
escrita e os professores preferem avaliar os alunos através de observacdes realizadas durante as aulas. Mesmo com
uma infraestrutura precaria e a falta de um material didatico diferenciado, existe um empenho dos membros da
comunidade para que educacdo escolar das suas criangas seja de qualidade e que valorize os conhecimentos
tradicionais da cultura Guarani.
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APRENDIENDO POTENCIAS Y RESOLVIENDO ECUACIONES
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Resumen

Este escrito describe el desarrollo del taller aprendizaje de potencias y resolucion de ecuaciones a través de la
papiroflexia llevado a cabo en la RELME 34, con el objetivo de mostrar el proceso de aprendizaje interactivo por
el que a través del doblado de papel, se pueden deducir las propiedades de las potencias con exponentes enteros y
encontrar raices reales de ecuaciones de grado dos y por medio de ellas calcular raices cuadradas de nimeros reales
a través de relaciones geométricas generadas en el plano cartesiano. Se utiliz6 el método deductivo por medio de
actividades que tienen como punto central el uso del papel, como técnica manipulativa para aprender matematicas.

Palabras clave: potencia, ecuaciones, papiroflexia.

Abstract

This paper describes the development of the workshop “Learning powers and solving equations through origami”
carried out at RELME 34. It aims to show the interactive learning process by which, through paper folding, the
properties of powers with integer exponents can be deduced, and real roots of equations of degree two can be found;
and through them, square roots of real numbers can be calculated through geometric relations generated in the
Cartesian plane. The deductive method was used through activities that have the use of paper as a central point,
which is a manipulative technique to learn mathematics.

Key words: power, equations, origami.
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Introduccion

El aprendizaje de la matematica frecuentemente se ve limitado en la educacion tradicional, por la mono6tona
adquisicion de conocimientos y aprendizajes abstractos sin llevarlos a la practica. De acuerdo a la experiencia como
docentes es comun utilizar o visualizar varios grupos de objetos de igual cantidad para aprender que la
multiplicacion es una adicion de iguales sumandos, esta practica hace que el aprendizaje del concepto de
multiplicacion sea mas eficaz y amigable al estudiante, ya que esta aprendiendo a través de la visualizacion o
manipulacion de objetos que forman parte de su entorno cotidiano. Sin embargo, algunos conceptos como la
potenciacion no son ensefiados de la misma manera y esto provoca que sea comun ver como el concepto no es
asimilado apropiadamente por los educandos y suelan confundir la potenciacion con la multiplicacion.

Con el propdsito de atender la problematica anterior, autores como Jara (2018) proponen el uso de la papiroflexia
en el aula de clase argumentando que esta es una técnica japonesa del doblado de papel que ofrece amplios usos
para la ensefianza de la matematica, favoreciendo el aprendizaje en sus distintas ramas, especialmente en la
geometria. Ademas, la papiroflexia desarrolla la capacidad imaginativa y creadora al relacionar la realidad con una
pieza de papel. En este sentido, en este taller se propone la papiroflexia como un recurso didactico para la ensefianza
de la potenciacion y la resolucion de ecuaciones de segundo grado a través de la deduccion de un método geométrico
que permita encontrar las raices de dicha ecuacion auxiliandose de la geometria analitica.

Se utiliz6 el método deductivo por medio de actividades que tienen como punto central el uso del papel como técnica
manipulativa para aprender matematicas a través de la papiroflexia, puesto que Soler y Manrique (2014) afirman
que este método permite la verificacion y validacion de hipotesis planteadas ; en este caso los participantes
ejecutaron acciones sobre la pieza de papel y registraron los datos cuantitativos y cualitativos que se derivaron de
esta actividad para el analisis y comprension del concepto de potencia, los procesos asociados a la deduccion de sus
propiedades y encontrar raices de ecuaciones de grado mayor que o igual a dos.

Marco Teorico

De acuerdo con De la Torre y Prada (2008), la papiroflexia da al profesor de matematicas una herramienta
pedagdgica que le permite desarrollar diferentes contenidos no solo conceptuales, sino procedimentales. Monsalve,
Posada y Jaramillo (2002), con respecto al doblado de papel, mencionan que:

Como actividad ludica, proporciona un potencial cognoscitivo que no se puede desperdiciar cuando se la
considera un simple juego agradable para pasar el tiempo. Su utilidad didactica radica en que permite a los
estudiantes, desde los primeros afios escolares, acercarse en forma intuitiva a muchos conceptos
matematicos implicitos en dicha actividad ladica. (p. 11)

Surco y Delgadillo (2018), afirma que la papiroflexia dentro del aula de clase, ayuda a construir, asimilar y
comprender conocimientos geométricos de manera innovadora y practica. Ademas, Blanco y Otero (2009)
establecen que puede ser de gran apoyo en la educacion de las matematicas debido a que “proporciona al profesor
de matematicas una herramienta pedagogica que le permite desarrollar diferentes contenidos, no so6lo conceptuales
sino de procedimiento” (p. 2). En ese sentido, en este taller se mostré como, a través del doblado de papel, se puede
ensefiar lidicamente a los estudiantes de primaria y secundaria a deducir las propiedades de las potencias con
exponentes enteros, asi como las leyes para la multiplicacion y division.

Al momento de utilizar el doblado de papel para fines pedagogicos es importante analizar geométricamente lo que
se hace al doblar el papel, es por esto que también se tuvo como objetivo aplicar la papiroflexia para encontrar raices
reales de ecuaciones de grado dos y asi calcular raices cuadradas, a través de la construccion y analisis de conceptos
geométricos.
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Desarrollo del Taller

Inicialmente se mostré que realizar dobleces consecutivos sobre una hoja de papel representa una multiplicacion,
por ejemplo, doblar una hoja dos veces y luego seguirla doblando por tres veces representa la multiplicacion 2 por
3 debido a que al desdoblar la hoja esta queda dividida en seis partes, determinadas por las marcas que se realizaron
al doblarla. Es importante tomar en cuenta que las partes en que queda divida la hoja no deben necesariamente tener
a misma area, ya que para los fines del ejercicio lo que nos interesa es la cantidad.

Asi mismo, se expuso que es posible realizar divisiones de niimeros naturales utilizando una hoja de papel. Por
ejemplo, para realizar la division 12 entre 3 es necesario tener una hoja dividida en 12 partes iguales para representar
el dividendo, luego para representar el divisor se dobla en tres partes iguales, como un trifolio y se observa que se
obtiene una pieza de papel la cual esta dividida en cuatro partes esto quiere decir que la division 12 entre 3 es igual
a 4. Este proceso basico para realizar una multiplicacion y una division utilizando una hoja de papel es fundamental
en el transcurso del taller donde se aborda el calculo de potencias y la deduccion de leyes para la multiplicacion y
division de potencias de numeros enteros.

Para describir el concepto de potencia se trabajo con una hoja de papel en la cual se realizaron dobleces consecutivos
anotando datos en una tabla. Se empez6 con una hoja de papel la cual se dobl6 en dos partes iguales (una vez) de
acuerdo con el proceso que se trabajo inicialmente sobre como realizar multiplicaciones utilizando una hoja de
papel; proceso correspondiente a la multiplicacion 2 x 1 cuyo resultado es evidenciado al desdoblar la hoja de papel
y observar que aparecen dos rectangulos. Luego se volvié a tomar la misma hoja de papel y se dobld en dos partes
iguales, esta vez repitiendo el proceso dos veces, lo que corresponde a la multiplicacion 2 x 2, observando al
desdoblar la hoja cuatro rectangulos. Después se realizo este proceso de nuevo doblando la hoja de papel en dos
partes iguales repitiendo el doblado tres veces emulando la multiplicaciéon 2 x 2 x 2, al desdoblar la hoja se puede
observar que se han obtenido 8 rectangulos. Se realiza sucesivamente este proceso doblando la hoja de papel en dos
partes iguales repitiendo el doblado 4 y 5 veces anotando los datos involucrados en este ejercicio, asi como se
muestra en la tabla 1.

Tabla 1. Doblado de una hoja de papel en dos partes iguales con datos de los dobleces.

Doblado de una hoja de papel en dos partesiguales

Cantidad de
rectangulos

Repeticiones Multiplicacién

1 2x1=2 2
2 2x2

3 2X2x2 8
1 2X2x2x2 16
5 2X2X2%X2x%x2 32

Fuente: Creacion propia.

En el ejercicio anterior el factor de la multiplicacion es 2 y la cantidad de repeticiones en el doblado es el nimero
qué determina cuantas veces el factor 2 se multiplica por si mismo, es por ello que para describir el concepto de
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potencia se realizaron las siguientes preguntas las cuales fueron contestadas con la informacion que se tiene hasta
ahora en la tabla 1.

Pregunta 1: ;qué factor aparece en la columna “Multiplicacion” en la tabla 1 independientemente del numero de
repeticiones?

Pregunta 2: ;qué define la cantidad de factores en la columna “Multiplicacion’?

En respuesta a las preguntas 1 y a la pregunta 2, es claro que el factor que aparece en la columna de las
multiplicaciones es el factor 2 y que las repeticiones en el doblado del papel definen cuantas veces aparece este
factor.

Luego de contestar estas preguntas se muestra el siguiente concepto de potencia.

Una potencia a” es una forma abreviada de representar una multiplicacion de factores iguales. La base (a) de la
potencia es el factor que se repite y el exponente (n) indica el nimero de veces que se repite.

Después de observar esta definicion se contestaron las siguientes preguntas planteadas en el taller.

Pregunta 3: ;considera que las multiplicaciones de la tabla 1 se pueden expresar como una potencia?

Pregunta 4: ;qué nimero representa la base? La respuesta es dos.

Pregunta 5: ;qué niimero determina el exponente?

Con respecto a la pregunta 3, se afirmé que las multiplicaciones de la tabla 1 se pueden representar como una
potencia dado que se ha multiplicado un niimero por si mismo y cumple la definicion de potencia presentada
previamente. Ademas, respondiendo a la pregunta 4 y a la pregunta 5 respectivamente, el numero 2 representa la
base y la cantidad de repeticiones en el doblado de la hoja de papel determina el exponente. Después de contestar
las preguntas anteriores y relacionar las multiplicaciones donde se repite el mismo factor con el concepto de
potencia, los participantes trabajaron en la tabla relacionada a este ejercicio y expresaron las multiplicaciones como
una potencia de acuerdo a la definicion presentada anteriormente.

Tabla 2. Doblado de una hoja de papel en dos partes iguales con la escritura de potencias con exponente positivo.

Doblado de una hoja de papel en dos partesiguales

Repeticiones Multiplicacion Cant!dad ol Potencia
rectangulos

n axax .xa m m=a®

1 2x1=2 2 2=21
2 2x2 4 4=2?
3 2x2x2 8 8-23
4 2X2X2%2 16 16 =24
5 2X2X2X2x2 32 32 =25

Fuente: Creacion propia.

La segunda actividad del taller consistié en un ejercicio similar a la actividad 1 donde se doblé una hoja de papel
en tres partes iguales representando multiplicaciones donde aparece el factor 3 repetidamente, las cuales se
expresaron como una potencia de base 3.

Con esto se deduce que, si se busca calcular la potencia 2 elevado a la 3 en una hoja de papel, esta se debe doblar

en dos partes iguales repitiendo este proceso tres veces en la misma hoja. Si se pretende calcular la potencia 3
elevado a la 2 se debe doblar una hoja en 3 partes iguales repitiendo el proceso dos veces (imagen 1), por lo tanto,
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se concluye que para calcular cualquier potencia a elevado a un exponente n utilizando una hoja de papel es
necesario doblarla en a partes iguales realizando n repeticiones.

Figura 1. Potencia 3.

Fuente: Creacion propia.

Para calcular 2° se tiene en cuenta que el exponente 0 conlleva la instruccion de realizar cero dobleces, por lo tanto
29 es igual a 1 debido a que si no se realizan dobleces en la pagina tenemos solamente un rectingulo, la pagina
misma, situacion considerada por los participantes del taller como una manera practica y de facil comprension para
visualizar el célculo de esta potencia. Seguidamente se abordd el calculo de potencias con exponente entero
negativo, para esto se analizaron los resultados de las potencias con exponente entero positivo en la tabla 2. En el
doblado de papel, en cada repeticion ejecutada, el exponente aumenta en una unidad y el resultado se duplica. Por
otra parte, si se analiza la tabla de abajo hacia arriba, en la columna de Pofencia se observa que, si el exponente
disminuye en una unidad el resultado de la potencia disminuye a la mitad. Por ejemplo, 2° es igual a 32, mientras

: . . . 11
que 2% es igual a 16. En vista de que esto sucede con cada par de potencias consecutivas se deduce que 271 = S en

vista de que 2° = 1. Ademas, 272 es igual a la mitad del resultado de 272, es decir 272 = :
4

Tabla 3. Doblado de una hoja de papel en dos partes iguales incluyendo la escritura de potencias con exponente
negativo.

Doblado de una hoja de papel en dos partesiguales
Cantidad de

Repeticiones Multiplicacién e Potencia
n axax .xa m
2 % %= 2-2
0 1 1=2°
1 2x1=2 2 2-21
2 2x2 4 4 =272
3 2%2x2 8 8-23
4 2x2x2x2 16 16=2*
5 2x2x2x2x2 |32 32=25

Fuente: Creacion propia.
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Luego de observar como se pueden calcular multiplicaciones, divisiones y potencias utilizando una hoja de papel,
se calcularon multiplicaciones y divisiones de potencias para deducir las leyes de la multiplicacion y division de
potencias.

Para esto se multiplicaron potencias utilizando una hoja de papel. La primera multiplicacion es 22 por 23, la cual
es una multiplicacion con igual base y distinto exponente.

Para realizar estd multiplicacion se dobld una hoja en dos partes iguales dos veces seguidas para representar la
primera potencia y después se continudé doblando en dos partes iguales 3 veces seguidas sobre la misma hoja para
representar la segunda potencia. Al desdoblar la hoja aparecen 32 rectangulos como resultado de esta multiplicacion,
este niimero se puede expresar como la potencia 2°, es decir qué es dos elevado a la 22 por 23 es igual a 25.

La segunda multiplicaciéon de potencias con distinta base e igual exponente (22 por 32), una multiplicacién. Esta
multiplicacion se realizé de manera similar a la primera, se dobla una hoja de papel en dos partes iguales dos veces
para representar la primera potencia y luego se realizaron tres dobleces dos veces para representar la segunda
potencia. Al desdoblar la hoja se observaron 36 rectangulos, este nimero se puede expresar como la potencia 6.

Las caracteristicas y los productos de estas multiplicaciones se anotaron en la tabla 4 para su posterior analisis donde
se dedujo que: para multiplicar potencias con igual base y distinto exponente se conserva la base y se suman los
exponentes, mientras que para multiplicar potencias con distinta base e igual exponente se multiplican las bases y

se conserva de exponente.

Tabla 4. Multiplicacion de potencias.

22x23 Igual base y distinto exponente 32 e

22x32 Distinta base e igual exponente 36 62

Fuente: Creacion propia.

Para deducir las leyes de la division potencias se inici6 resolviendo la division 2° entre 22, la cual es una division
con igual base y distinto exponente. Para resolver esta division a través del doblado de papel necesitamos una hoja
de papel que represente la potencia 2°, esto equivale a doblar la hoja de papel a la mitad cinco veces consecutivas.
Al desdoblarla aparecen 32 rectangulos como resultado de la potencia y para dividir esta cantidad entre 22 es
necesario doblar la hoja de papel a la mitad dos veces seguidas, después de realizar esto se observa que se obtienen
8 rectangulos los cuales se pueden expresar como la potencia 23. Asimismo se realiza la division de potencias 62
entre 32, la cual es una division de potencias con distinta base e igual exponente, obteniendo como resultado como
resultado 22. Siguiendo el mismo proceso en el doblado de papel todos estos datos se anotan en la tabla 5 para su
posterior analisis en el cual se deduce que para dividir potencias con igual base y distinto exponente se conserva la
base y se restan los exponentes y que para dividir potencias con distinta base e igual exponente se dividen las bases
y se conservan el exponente.
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Tabla 5. Division de potencias.

B 0 O
25 = 22 Igual base y distinto exponente 8 23
6% + 32 Distinta base e igual exponente 4 22

Fuente: Creacion propia.

En la segunda sesion del taller se abordo el uso de la papiroflexia para resolver ecuaciones de segundo grado de la
forma ax? + bx + ¢, donde a = 1, b y c pertenecen al conjunto de los nimeros reales, en el caso de que a sea
distinto de uno se debe dividir toda la ecuacion entre este numero para que sea igual a 1.

Dado que una funcion cuadratica de la forma f(x) = ax? + bx + ¢ describe una pardbola donde los ceros de la
funcion estan determinados por el punto de interseccion entre la parabola y el eje x, se propuso encontrar un método
geométrico para calcular las raices reales de una ecuacion cuadratica sin necesidad de graficar la parabola,

Para deducir este método se inicia buscando la coordenada del punto Q, el cual esta dentro de la parabola y equidista
de los ceros de la funcion, del punto R (0, c) y P (0, a), ilustrada en imagen 2. El punto Q y el foco de la parabola
tienen la misma coordenada en x, por lo tanto, se parte de la “forma vértice” de la ecuacion de la parabola,
y = a(x —h)? + k y se obtiene el coeficiente de la variable de grado uno es —2ah, es decir b = —2ah. Luego,

como h representa la coordenada en x del foco y del punto Q, se despeja para h y se obtiene h = %.

Figura 2. Funcion cuadrdtica. Figura 3. Trazado del segmento QS.

Fuente: Creacion propia. Fuente: Creacion propia.

Para encontrar la coordenada en y del punto Q se demostré que QS L RP (imagen 3), siendo S punto medio de RP.
Teniendo en cuenta las coordenadas R (0, c) y P (0, a), por definiciéon de punto medio la coordenada en y del punto

S es igual % (a + ¢), que al mismo tiempo es coordenada en y de Q porque QS L RP.

Abhora que se conoce la coordenada del punto Q es posible encontrar las raices de una ecuacion de segundo grado,
para esto se grafican los puntos P y Q en el plano cartesiano, luego se debe trazar una circunferencia con centro Q
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que pase por P y puesto que Q equidista de P y las raices de la ecuacion, los puntos de interseccion entre dicha
circunferencia con el eje y sefialan las soluciones a la ecuacion. Para lograr esto a través del doblado de papel se
debe tener el punto Q de manera fija y a la vez identificar en que puntos del eje x se puede sobreponer el punto p.
Con respecto a este método para encontrar las raices de una ecuacion de segundo grado, en el taller se desarrollo el
siguiente ejercicio.

Ejerciciol : Encontrar las raices de la ecuacion x? + 3x + 2 = 0.
-b 1

Se observa que a=1,b =3 y ¢ = 2. Ademas, se dedujo previamente que P = (0,a) y Q = (Za 3

(a+ c)), por lo
tanto P = (0, 1)yQ = (— %, %) Los participantes del taller representaron el plano cartesiano en papel cuadriculado
y procedieron a graficar los puntos P y Q tal como se muestra en la imagen 4.

Figura 4. Trazado de los puntos Py Q. Figura 5. Fijacion del punto Q.

Fuente: Creacion propia. Fuente: Creacion propia.

En la imagen 6 se observa que el punto Q se sostiene detras de la pagina con el dedo pulgar e indice para mantenerlo
en una posicion fija mientras se busca ubicar el punto P en el eje x. Solo existen como maximo dos puntos en los
que el punto P puede ser ubicado sin rasgar la hoja de papel, esto concuerda con el hecho de que una ecuacion de
segundo grado tiene un maximo de dos raices reales diferentes.

Tal como se muestra en las imagenes 6 y 7, los Unicos puntos en el eje x donde se puede ubicar el punto P,

cumpliendo las condiciones descritas previamente, es en X = —2 y x = —1. Estos puntos representan las soluciones
que satisfacen la ecuacion x? + 3x + 2 = 0.
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Figura 6. Identificacion de la primera solucion. Figura 7. Identificacion de la segunda solucion.

Fuente: Creacién propia. Fuente: Creacion propia.

Este método para encontrar raices de ecuaciones de segundo grado a través del doblado de papel también se utilizo
para calcular raices cuadradas de ntimeros reales, por ejemplo, para calcular la raiz cuadrada de 7, se plantea la
ecuacion de segundo grado x2 — 7 = 0 donde se tiene que aa = 1, b = 0 y ¢ = —7 para encontrar los puntos P y
Q, ubicarlos en el plano cartesiano y realizar el doblado de papel correspondiente para encontrar los valores de x
que satisfacen la ecuacion.

Conclusiones

Las actividades de trabajo propuestas permitieron desarrollar de manera practica conceptos y contenidos a través
de la papiroflexia. El doblado de papel al utilizarse como una herramienta didactica para la ensefianza de las
potencias hace que su concepcion sea menos abstracta y facilita su aprendizaje manipulando y visualizando patrones
creados en el papel. Ademas, el proceso deducido y empleado para encontrar raices reales de ecuaciones de segundo
grado involucr6 la aplicacion de conceptos geométricos y algebraicos combinados con el doblado de papel. En
general, a través de la papiroflexia tal como lo manifiesta Martinez (2009), no solamente se esta plegando papel,
sino que ademas se realiza un proceso mental organizado que requiere explicitar conceptos matematicos que van de
lo simple a lo complejo y que, ademas, estimulan la imaginacion. Por lo tanto, se convierte en una herramienta
didactica pertinente para desarrollar contenidos conceptuales y procedimentales.
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ASPECTOS COGNITIVOS QUE EVIDENCIAN ESTUDIANTES DE
TERCERO DE PRIMARIA EN LA GENERALIZACION DE
PATRONES FIGURALES
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SCHOOL STUDENTS IN THE GENERALIZATION OF FIGURAL
PATTERNS
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Resumen

El estudio describe aspectos cognitivos que evidencian dos estudiantes de tercer grado de primaria (8 a 9 afos) al
responder preguntas de generalizacion cercana y lejana, en una tarea de generalizacion de patrones figurales
asociados a una sucesion lineal. Estos estudiantes no habian sido instruidos previamente, en el estudio de la
generalizacion de patrones lineales. Los resultados muestran que los procesos cognitivos de los estudiantes se
articularon a las formas de percibir los patrones figurales, que evolucion6 de la sensorial a la cognitiva. De esa
evolucion, construyeron tanto una regla local como una directa. Conectaron significados, propiedades y conceptos
matematicos, segun su nivel de abstraccion, haciendo uso del lenguaje.

Palabras clave: generalizacion, patron figural, aspectos cognitivos.

Abstract

The study describes cognitive aspects showed by two third-grade primary school students (8 - 9 years old) when
answering near and far generalization questions in a generalization task of figural patterns linked to a linear
sequence. These students had not received previous instruction in the study of lineal generalization patterns. The
findings indicate that students’ cognitive processes were connected to the ways to perceive the figural patterns,
which evolved from the sensory to the cognitive process. From this evolution, they built both a local and a direct
rule. They connected mathematical meanings, properties and concepts, according to their level of abstraction,
making use of language.

Keywords: generalization, figural pattern, cognitive aspects
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Antecedentes y problema de investigacion

La generalizacion es una herramienta ttil, poderosa y una de las formas mas importantes de introducir el algebra en
la escuela (Mason, 1999; Stacey, 1989). En Educacion Matematica ha sido objeto de estudio desde diferentes
enfoques y contextos. En matematicas, destacan las aportaciones de Polya (1966) y Krutetskii (1976). Polya (1966),
la considera como “el paso de la consideracion de una serie determinada de objetos a la de una serie mayor que
contenga a la primera” (p. 37). Krutetskii (1976), por su parte, como la habilidad para generar conocimiento
matematico (objetos, relaciones y operaciones) y distingue dos niveles: la habilidad personal para ver lo general y
conocido en lo que es particular y concreto, y la habilidad para ver algo general y todavia desconocido en lo que es
particular y aislado. En el ambito curricular, organizaciones internacionales como el National Council of Teachers
of Mathematics (NCTM, 2000) en Estados Unidos y en Australia, el Australian Curriculum, Assessment and
Reporting Authority (2015), demandan la inclusion del algebra en el curriculo de primaria mas alla de la
manipulacion simbdlica que se prioriza en secundaria, debido a que los estudiantes necesitan, primero, comprender
los conceptos, las estructuras y los principios que rigen la manipulacion de los simbolos, y como pueden usarse
estos para registrar ideas y ampliar la comprension de las situaciones (NCTM, 2000, p. 39). Esta demanda
internacional (Aké, 2013), vigente, se puede atender via la generalizacion, por ser una herramienta 1til para
introducir aspectos algebraicos desde primaria. En México, también se reconoce la importancia del estudio del
algebra desde nivel basico (e.g., SEP, 2011; SEP, 2011a). Si bien solo aparece implicita en documentos oficiales,
como el plan y programas de matematicas, si se reconoce en los libros de texto gratuito para el profesor y el
estudiante en basica (Cabanas-Sanchez, et al., 2017).

La investigacion ha documentado lo que hacen o dejan de hacer estudiantes de diferentes niveles escolares al trabajar
con patrones figurales lineales principalmente (e.g., Carraher y Schliemann, 2007; Dorfler, 2007; Rivera, 2013),
pocos con profesores en formacion (e.g., Barbosa y Vale, 2015; Kirwan, 2015). Se reconoce, ademas, a la
visualizacion como fundamental en la construcciéon de estructuras matematicas plausibles que expliquen el
comportamiento de patrones en cualesquiera de sus etapas (e.g., Nilsson y Juter, 2011; Rivera, 2010). Rivera (2010)
por ejemplo, document6d la existencia de “plantillas” visuales en la generalizaciéon de patrones y tipos de
generalizacion algebraica construidas por los estudiantes a partir de razonamientos aditivos y multiplicativos. Se
identifican tres tendencias en este tipo de estudios. La primera, refiere a la identificacion de estrategias y/o formas
de uso, de las estructuras o formas de proceder en el proceso de generalizacion (e.g., Rivera y Becker, 2008; Rivera,
2018; Cetina-Vazquez y Cabafias-Sanchez, 2022). Una segunda, explora y desarrolla formas de razonamientos, en
especifico el inductivo (en estudiante o bien profesores), por la misma naturaleza de la generalizacion (Cafiadas,
2007; Cafiadas y Figueiras, 2011; Rivera, 2013) o sobre las formas de aprehension cognitiva que muestran al
resolver problemas de generalizacion (Callejo, et al., 2019). Una tercera tendencia, son estudios tedrico-empiricos,
que establecen modelos tedricos sobre procesos de generalizacion, categorias de estrategias y/o factores que parecen
incidir en su uso (e.g., Stacey, 1989; Lannin, et al., 2006; Rivera, 2013; Kirwan, 2015).

Desde lo curricular y la investigacion se reconoce la importancia de la generalizacion en la construccion de
conocimiento matematico. Sin embargo, poco se sabe de investigaciones con estudiantes mexicanos, que enfaticen
en aspectos cognitivos que articulen tanto a las estrategias como a los tipos de razonamientos que evidencia al
resolver tareas de generalizacion de patrones lineales. La presente investigacion se orienta en esa direccion, nos
preguntamos ;Qué aspectos cognitivos evidencian nifios de primaria, en tareas que demandan la generalizacion
de patrones figurales asociados a una sucesion lineal? Para responder a la cuestion, nos propusimos describir los
aspectos cognitivos que movilizan nifios de primaria, al resolver tareas de generalizacion de patrones figurales.

Para el logro del objetivo, nos planteamos dos objetivos especificos:

O.E.1: Examinar los tipos de razonamientos y representaciones que movilizan estudiantes de primaria al resolver
tareas que demandan la generalizacion de patrones.

O.E.2: Identificar qué estrategias movilizan estudiantes de primaria en el desarrollo de estructuras matemdticas y
la generalizacion de patrones figurales.
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Marco conceptual

Percepcion

Entendemos a la percepcion en el sentido de Seel (2012), como: el proceso mediante el cual la informacion del
entorno es detectada por los sentidos y transformada en una experiencia significativa en el cerebro. Una busqueda
dindmica de patrones utiles en lugar de una grabacion pasiva, la percepcion es una interpretacion de eventos, que
involucra la ruptura de datos sensoriales y el ensamblaje de informacion tanto a nivel consciente como inconsciente.

Rivera y Becker (2008) reconocen que en tareas de patrones que involucran sefiales figurativas, entre los tipos de
percepciones, la que importa es la percepcion visual. Las describen basados de la postura de Dretske (1990), a la
que se adhiere esta investigacion.

La percepcion sensorial (u objeto) es cuando los individuos ven un objeto como un mero objeto en si mismo. La
percepcion cognitiva va mas alla de lo sensorial cuando los individuos ven o reconocen un hecho o una propiedad
en relacion con el objeto (Rivera y Becker, 2008).

En ese contexto, afirman que, los nifios pequefios que ven grupos consecutivos de sefiales figurativas, como meros
conjuntos de objetos, exhiben percepcion sensorial. Sin embargo, cuando reconocen que las sefiales tomadas en
conjunto forman en realidad una secuencia de patrones de objetos, manifiestan una percepcion cognitiva. La
percepcion cognitiva desde esta perspectiva, requiere el uso de procesos conceptuales y otros procesos cognitivos,
que permita a los estudiantes articular lo que eligen reconocer como un hecho o una propiedad de un objeto
estudiado. Esta mediado de otros tipos de conocimiento visual que inciden en el objeto, y estos tipos pueden ser de
naturaleza cognitiva o sensorial.

Estrategias

Por estrategia se atiende a la forma de proceder y la ruta que siguen para construir la generalizacion o una estructura
matematica. Rico (1997) la define como “Cualquier procedimiento o regla de accion que permite obtener una
conclusion o responder a una haciendo uso de relaciones y conceptos, generales o especificos de una determinada
estructura conceptual” (p.33). Se enfatiza en el andlisis tanto de estrategias, asi como de los enfoques de
razonamiento, que la investigacion ha reportado en lo que respecta a la generalizacion de patrones que las estrategias
desarrolladas por los participantes se centran en lo numérico y figural (Becker y Rivera, 2005; Jurdak y El
Mouhayar, 2014; Stacey, 1989).

Razonamiento

El razonamiento es un proceso del pensamiento, en el que a partir de una o varias premisas, se extraen conclusiones

(Castro et al., 2010). Se estudian tres tipos de razonamiento:

a) Razonamiento inductivo. Es el proceso de generar una inferencia viable a partir de una base de conocimiento
incompleto (Rivera y Becker, 2007).

b) Razonamiento abductivo. Proceso cognitivo que parte de hechos sorprendentes que demandan explicacion, del
que se obtiene o adopta una conclusion.

¢) Razonamiento deductivo. Proceso de inferencia de conclusion de premisas, basadas en reglas propias de la
logica formal, se obtienen de casos generales a casos particulares.

Patron y generalizacion

Varios autores han destacado la importancia de incorporar el estudio de patrones desde edades tempranas. Un
patrdn, en el dominio de las matematicas, en palabras de Mulligan y Milchelmore (2009), es “cualquier regularidad
que usualmente involucra relaciones numéricas, espaciales o logicas” (p.34).
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La generalizacion es un aspecto fundamental en las matematicas, ya que reside en el corazon de esta (Mason, 1999).
Desde el punto de vista cognitivo, “es un atributo comun del pensamiento humano” (Radford, 2018, p. 7). Kaput
(1999, p. 136) define generalizar como:

[...] extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacion mas alla del caso o casos
considerados, identificar y exponer explicitamente lo comun entre los casos, o elevando el razonamiento o
comunicacion a un nivel donde el foco ya no estd en los casos o situaciones mismos, sino en los patrones,
procedimientos, estructuras y las relaciones entre ellos.

Tipos de generalizaciones en patrones figurales

Rivera (2010), destaca dos formas basicas, algebraicas de desarrollar una generalizacion de patrones, atendiendo
tanto a la estructura matematica como a la manera en que organizan los objetos:

a) Generalizacion constructiva: La construyen a partir de etapas dadas en un patron figural, de percibir
cognitivamente las figuras de manera independiente, es decir, en partes no superpuestas que, cuando se
suman, forman la figura percibida que se aplica a través de las etapas del patron.

b) Generalizacion deconstructiva: La construyen a partir la percepcion cognitiva de figuras en etapas
conocidas, como superpuestas o por partes. Ven las etapas figurales conocidas en un patréon como sub-
configuraciones superpuestas que se pueden descomponer de manera bastante conveniente.

Representaciones y tipos

El concepto de representacion se asume desde la postura de Lupiafiez (2016) quien las define en el &mbito de las
matematicas como “aquellas notaciones simbodlicas o graficas, o bien expresiones verbales, mediante las que se
hacen presentes y se nombran los conceptos y procedimientos en esta disciplina, asi como sus caracteristicas,
propiedades y relaciones mas relevantes” (p. 120). Las representaciones pueden organizarse segun sus
caracteristicas y propiedades en diferentes sistemas de representacion. Reconoce dos grandes familias, las
simbolicas y las graficas. Las simbdlicas, incluyen simbolos alfanuméricos que se emplean con unas reglas de
procedimiento y, las grdficas que son de tipo figurativo y disponen de unas reglas de composicion y de unos
convenios de interpretacion. Considerando estos dos tipos de representacion y el concepto objeto de estudio, pueden
surgir otros sistemas de representacion que expresan diferentes facetas del mismo, asi como sus significados. Entre
los tipos de representacion destacan:

Simbdlica. Son aquellas de caracter alfanumérico, cuya sintaxis viene descrita mediante una serie de reglas de
procedimiento (Rico, 2009, p. 8). Se distinguen dentro de las representaciones simbolicas dos tipos: numéricas y
algebraicas.

Numeérica. Se sirven de nimeros y operaciones expresadas mediante lenguaje matematico que suelen organizarse
para realizar un célculo.

Algebraica. Se caracterizan por el uso del simbolismo algebraico para expresar un enunciado o generalizar las
operaciones aritméticas. Suponen un mayor grado de abstraccion.

Pictorica. Se utiliza un sistema de representacion visual, por lo general un dibujo, para plantear las relaciones entre
datos e incognitas de la tarea, sin ninguna notacion que pueda considerarse de caracter simbolico (Cafiadas y
Figueiras, 2011).

Tabular. Es aquella en la que los estudiantes se valen de una tabla de datos para la organizacion y representacion
de cantidades numéricas, expresiones verbales, o relaciones entre elementos de la tarea.
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Verbal. Se sirven del lenguaje natural (oral y escrito) para exponer la informacion de forma cohesionada. En el caso
de los protocolos que llevan a cabo los estudiantes al resolver una tarea, permiten expresar el proceso de
razonamiento de forma secuencial (Cafiadas y Figueiras, 2011).

Gestual. Forma de expresar una generalidad mediante movimientos corporales repetitivos al trabajar con tareas que
demandan la generalizacion de patrones figurales.
Multiples. Son aquellas que resultan de la combinacion de dos o mas sistemas de representacion.

Metodologia

Se disefid e implementd un experimento de ensefianza (Steffe y Thompson, 2000), con el fin de desarrollar la
habilidad de generalizar, en estudiantes de tercer grado de primaria, a través de tareas de generalizacion de patrones
figurales lineales, cuya expresion algebraica general es de la forma f(n) = an + b, con b # 0.

Experimento de enseiianza y entrevistas

En el marco del experimento de ensefianza (ExpE) se disefaron tres tareas (T) de generalizacion, que desafiaron a
los estudiantes a construir una estructura matematica plausible que explique el comportamiento de patrones
figurales, en cualesquiera de sus etapas. El ExpE se desarrolld en tres sesiones de 60 minutos aproximadamente.
Cada una abord6 una tarea. Los estudiantes trabajaron individualmente con T, al final fueron entrevistados a fin de
profundizar en sus formas de proceder y de accion. Se les motivo a explicar a toda la clase, apoyados de la pizarra,
sus procedimientos y a responder preguntas de sus compafieros. Para fines del articulo se discuten resultados en T1.

Participantes

Participaron 22 estudiantes (13 mujeres y 9 hombres) de tercer grado de una escuela primaria, quienes al momento
del estudio no habian recibido ninguna preparacion en la resolucion de tareas de generalizacion de patrones. Su
participacion se dio a partir de las facilidades otorgadas por la institucion y de su habilidad en la comprension lectora
y los significados de la suma y la multiplicacion, y la asistencia a las tres sesiones en que se trabajaron las tareas.

Tarea 1

Esta tarea se constituye de un patron figural creciente (tomada de Montoya-Ditta, 2019), cuya regla algebraica
asociadaes: S;, = 2n + 2

Figura 1. Tarea 1 “Las mesitas”.

1. Analiza la siguiente sucesion que se encuentra formada por mesas
cuadradas, acomodadas de forma lineal.

L

Figura 1 Figura2 Figura 3

a) Si se te pide que coloques alrededor de una mesa (figura 1)
una silla en cada lado, ;Cuéntas sillas colocards?

b) Si pones dos mesas cuadradas juntas (figura 2), ;Cuantas
sillas colocarés alrededor de la nueva mesa rectangular?

¢) Si pones tres mesas juntas (figura 3), ;Cudntas sillas colocards
alrededor de las mesas?

d) ;Qué relacién puedes observar entre la cantidad de mesas y
sillas?

e) Si tienes 20 mesas cuadradas acomodadas de forma lineal,

¢ Cuadntas sillas colocards alrededor de las mesas?

Nota: La figura muestra una tarea plateada a estudiantes de primaria tercer grado de primaria. Fuente: Montoya-Ditta, (2019, p. 216).
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El ExpE fue guiado por el primer autor de este documento, asumiendo el rol de profesor-investigador.

Analisis de datos

El analisis de los datos considero las producciones escritas y verbales que presentaron tanto en el ambiente de papel
y lapiz como en la entrevista durante el ExpE, a fin de reconocer las formas de proceder de los estudiantes y
triangular esta informacion con las categorias de estrategias que la investigacion ha documentado (Stacey, 1989;
Lannin et al., 2006; Jurdak y El Mouhayar, 2014) en el marco de la generalizacion de patrones e identificar en ese
proceso, tipos de razonamientos. Las formas de proceder, asi como los tipos de razonamientos, se analizaron con
las formas de percepcion que los estudiantes mostraron a lo largo del ExpE.

Discusion de resultados

Aspectos cognitivos desarrollados por estudiantes que generalizaron

Se ejemplifica mediante los procesos desarrollados por los estudiantes (E) 4 y 12 en T1.

Estudiante 4

E4 movilizé diferentes procesos cognitivos. Primero, se observo su paso por un proceso de percepcion sensorial, al
percibir formas rectangulares de la union de las mesas cuadradas. Luego se ubicé a trabajar sobre el contorno y
analizo partes de las figuras. De ello, identificé la relacion entre las variables figura y sillas. En las tres primeras
etapas se apoyo del conteo, manifestando asi el inicio de un pensamiento aditivo. En la etapa 20, explicita este
pensamiento, a través de una estructura matematica que explica de manera adecuada el comportamiento del patron
figural. La estructura es de la forma: Sn =n +n + 1 + 1, de tipo deconstructiva aditiva (Figura 2). Recurri6 al
profesor-investigador para explicar y validar esta estructura, que, por alguna razon, no mantuvo al trabajar en otras
etapas, aun con este acompanamiento. La estructura que mantuvo hasta el final es de la forma: Sn = 2n, la que se
constituyd en una regla directa, aunque no asi en la regla general que explica el comportamiento del patrén. Los
procesos inferenciales de abduccion, induccion y deduccion fueron fundamentales en la generalizacion del patron
en E4, quien manifesto dos estructuras, una multiplicativa y otra aditiva.

Figura 2. E4 percibio el patron figural por medio de la estructura aditiva en la etapa 20.

Dos sillas en los

( &> extremos (derecho
'F\ 8{ @ izquierdo)
Q
Férmula directa i x# Dos filas de sillas,

(estructura parte superior e

aditiva) para inferior en etapa 20
etapa 20

20 Sillas

_________________________________

o IR -

. 1 Silla

Figura 20 200

Fuente: Creacion propia.

Estudiante 12

Se reconocieron procesos cognitivos diferentes en E12. Al inicio su percepcion fue sensorial, de percibir formas
rectangulares al fijarse en el contorno formado por las mesas unidas. Siguié un proceso cognitivo al coordinar
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significados, propiedades y representaciones, para inferir explicaciones. En etapas lejanas dirigio su atencion a los
pares de sillas que visualizo, los que sum¢ inicialmente, luego se apoyo6 de la multiplicacion. Infirié una regla directa
(o conjetura) verdadera, que expresoé a través de dos estructuras multiplicativas distintas (o generalizaciones), una
de tipo constructiva, la otra deconstructiva. Siguid un proceso abductivo para reconocerlas y las valido
inductivamente en etapas cercanas. La generalizacion fue deconstructiva, la construy6 guiado por el profesor, y
quedo a nivel de regla directa. Manifestd un razonamiento deductivo, al cuestionarle por el nimero de sillas en
etapas lejanas no consecutivas, superior a la etapa 20. Aqui, se apoyd de la generalizacion tipo constructiva, para
determinar el numero de sillas que se le demand6. Establecido nuevas conclusiones, verdaderas, a partir de otra
también verdadera. La figura siguiente reconstruye la formula directa de E12 en la etapa 20.

Figura 3. Forma de proceder desde lo figural de la regla directa para caso 2 de E12. Etapa 20.

P ----- T ke
e 0 0 O ® 0 0 .
ool | Jp——
| [ :
0 o
] 4
by e
o 0 0 O o 0 0 .
Figura 20
36
16
42

Fuente: Creacion propia.

Los procesos abductivos, inductivos y deductivos fueron fundamentales en la generalizacion del patron. Manifesto
dos estructuras multiplicativas diferentes, ambas equivalentes y validas, que se corresponden con la cantidad de
mesas en relacion con el nimero de etapa.

Estructuras matemdticas plausibles

Los estudiantes que generalizaron, establecieron distintas conjeturas o reglas directas relacionadas con la manera
de percibir el patron figural. Las estrategias que evidenciaron en su forma de proceder fueron la de conteo a partir
de una figura (Stacey, 1983), la recursiva y la funcional (E1 Mouhayar y Jourdak, 2016). La primera, la usaron para
contar la variable silla en cada figura en las etapas dadas. La recursiva, cuando identificaron cuanto crece de una
etapa a otra el nimero de sillas, usaron ese término o patron recursivo, para determinar el ntimero de sillas en etapas
siguientes. La estrategia funcional, se identificé cuando relacionaron parte del patron con el valor de la posicion de
la figura.

Los estudiantes que generalizaron, al inicio mostraron una forma de proceder similar como aquellos que no
generalizaron. En su evolucion, los primeros fueron capaces de percibir propiedades y caracteristicas y relacionarlo
con lo que visualmente percibian y asi, transitar a una regla directa para explicar de mejor forma el comportamiento
del patron figural en etapas cercanas y lejanas.

Conclusiones
Los procesos cognitivos desarrollados por los estudiantes se conectaron a las formas en que percibieron los patrones
figurales y procesos inferenciales que siguieron. Esto es, evolucionaron en las formas de percibir los patrones, que

paso de la sensorial a la cognitiva que desde la postura conceptual de Dretske (1990), ambas caracterizan a la
percepcion visual. Esta evolucion se reconoci6 tanto en los que construyeron una regla local como una directa, ya

- 45 -



Acta Latinoamericana de

Matematica Educativa SECCION 2/ PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
VOL 35, NUMERO 1, ARO 2022

que conectaron significados, propiedades y conceptos matematicos, atendiendo a su nivel de abstraccion, apoyados
del lenguaje comun.

La percepcion sensorial se evidencia al momento en que los estudiantes, al involucrarse en el andlisis de patrones
figurales, ven grupos consecutivos de sefales figurativas como meros conjuntos de objetos. Asi, al trabajar en las
sucesiones de patrones figurales asociadas a las tareas, al principio, trabajaron sobre las formas que reconocieron
de las figuras de las etapas dadas. Percibieron asi, meros objetos o formas geométricas.

La percepcion cognitiva se articul6 a los significados de la suma y la multiplicacion, a nociones de perimetro y area,
implicitas en sus diversas formas de proceder. Identificaron y justificaron un patrén creciente y cuanto crece, lo que
derivo en una conjetura, que infieren de razonar abductivamente al trabajar y organizar las etapas dadas (o casos
particulares). Probaron su conjetura mediante un razonamiento inductivo, estableciendo asi una regla local,
articulada a la relacion de recurrencia. Los estudiantes cuyo razonamiento evolucion6 de la relacion de recurrencia
al de correspondencia, fueron quienes construyeron y justificaron una estructura matematica plausible con la cual
explicaron el comportamiento que siguiod el patron figural asociado en las tareas, en cualesquiera de sus etapas.

Se identificaron tres tipos de estrategias: conteo a partir de una figura, recursiva y funcional. Los tipos de
generalizacion, las estructuras y los sistemas de representacion manifestados por los estudiantes, dan cuenta de su
evolucion en la forma de percibir los objetos, asi como de un mayor nivel de abstraccion, al construir y justificar
una estructura matematica, haciendo uso del lenguaje verbal-escrito y del simbolico. Se identificaron dos tipos de
generalizacion, la constructiva y la deconstructiva. Asimismo, dos tipos de estructuras, una de tipo aditiva y otra,
multiplicativa, asociadas a su nivel de abstraccion. Sobre el tipo de representacion empleados en los procesos de
razonamiento en la resolucion de las tareas, destacan el verbal-escrito, el simbdlico- numérico y el pictorico (o
figural). Su uso, se articula a la forma de percibir visualmente el patron figural.

La visualizacion jugd un papel importante en la generalizacion de patrones en esta investigacion. Se articulo al
modo de percibir (sensorial y cognitiva) el patron, asi como a las estrategias y las estructuras que establecieron en
el proceso de generalizacion y que describen el comportamiento de la sucesion lineal asociada al patron figural.
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Resumo

Este trabalho teve como objetivo analisar as interrelagdes entre a cultura dos Paiter Surui na coleta e comercializa¢ao
da castanha-da-Amazoénia com o ensino da matematica escolar para a proposi¢do de tarefas, ressignificando a
aprendizagem dos alunos. Trata-se de um estudo de caso com abordagem qualitativa em que utilizamos como
instrumento para a producdo de dados a observagdo participante. Os resultados permitem concluir que os
conhecimentos indigenas sdo fundamentais para a continuidade da identidade da etnia e da preservagdo cultural.
Ficou constatado que a preservacgdo da floresta, da sustentabilidade e da biodiversidade ¢ preocupacdo da etnia e
que o professor de matematica aproveita épocas em que toda a etnia esta envolvida com préticas tradicionais para
propor tarefas com as quais os alunos constroem o conhecimento matematico escolar.

Palavras-chave: Etnomatematica, castanha-da-Amazonia, cultura, educac@o escolar indigena

Abstract

This work aimed to analyze the interrelations between the culture of the Paiter Surui in the collection and
commercialization of Amazon nuts and the teaching of school mathematics for the proposition of tasks; re-
signifying students’ learning. This is a case study with a qualitative approach in which we used participant
observation as an instrument for data production. The results allow us to conclude that indigenous knowledge is
fundamental for the continuity of ethnic identity and cultural preservation. It was observed that the preservation of
the forest, sustainability and biodiversity is a concern of ethnicity. So, the mathematics teacher takes advantage of
times when all ethnicity is involved with traditional practices to propose tasks with which students build school
mathematical knowledge.

Keywords: ethno-mathematics, Amazon nuts, culture, indigenous school education
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Introducio

Um dos recursos naturais da regido amazonica ¢ a castanha-da-Amazonia, chamada também de castanha-do-Para
ou castanha-do-Brasil, principal fonte de renda do povo indigena Paiter Surui de Rondonia, no Brasil. Esse povo
faz a extracdo da castanha-da-Amazdnia preservando seus conhecimentos tradicionais sobre o uso e a forma de
explora-la, sem esgota-la e tampouco destruir o habitat natural da mesma, ou seja, a floresta. A castanha-da-
Amazonia ¢ uma améndoa, um fruto da castanheira, uma arvore de grande porte que pode alcangar até 50 metros
de altura. O aproveitamento desse recurso natural favorece as comunidades locais, sendo-lhes fonte de subsisténcia
e de renda.

Na etnia Paiter Surui a coleta ¢ realizada por toda familia e a comercializagdo ¢ feita pelo homem. Esses
ensinamentos sdo passados aos mais jovens, preservando a cultura da etnia. Analogamente a esse entendimento,
constatou-se que a Etnomatematica era um caminho para auxiliar o professor de matematica em sua pratica docente,
bem como, aos alunos em sua aprendizagem. Dessa forma, a proposicao de tarefas, embasada na pratica da coleta,
utilizagdo e comercializacdo da castanha-da-Amazonia refor¢a os conhecimentos tradicionais e, por conseguinte, a
aprendizagem dos alunos.

Conforme podemos ver em Oliveira e Mattos (2021), a relacdo entre escola e sustentabilidade contribui com
reflexdes sobre o desenvolvimento socioambiental nas comunidades indigenas. H4 a preocupagdo, por parte dos
indigenas, com a articulagdo dos conhecimentos tradicionais as tecnologias, bem como aos conhecimentos
académicos. Consequentemente, eles esperam que os professores indigenas assumam a responsabilidade de resgatar
e propagar saberes e fazeres tradicionais da etnia, mesclando-os aos saberes e fazeres escolares. Faz-se, assim, uma
base dialogica que direcionam as agdes pedagogicas, desenvolvidas em sala de aula, as necessidades, aos interesses
e as concepcgdes tradicionais indigenas.

Por meio das observagoes realizadas e dos resultados alcancados, constatamos a importancia de o professor de
matemadtica ensinar utilizando a cultura dos alunos, no caso aqui, da etnia Paiter Surui. Ficou evidenciado que a
aprendizagem acontece pela significagdo dos contetidos escolares, em que os alunos atribuem sentido e significado
aos conceitos matematicos. Podemos constatar, dessa maneira, que € possivel a utilizagao da cultura no ensino e na
aprendizagem dos conteudos matematicos escolares.

A Etnomatematica como recurso didatico dentro e fora da sala de aula

Qualquer matematica, seja ela, do cotidiano, escolar, académica ou em suas mais variadas formas, surge por meio
de uma necessidade humana em solucionar algum problema encontrado. Faz parte do processo de hominizagdo, que
conduz a evolugdo do ser humano. Nessa perspectiva, ndo podemos rejeitar ou empoderar qualquer uma das
matematicas. Se assim o fizéssemos, estariamos atribuindo um sentido e um significado superior aquela que
elegemos como a dominante. Com essa visdo, D’Ambrosio (2011) construiu o Programa Etnomatematica para
retirar o carater dominante de uma matematica sobre as demais.

Para o autor, contextualizar a matematica académica com outros tipos de matematica existentes em grupos ou
comunidades ¢ essencial para todos. Entretanto, essa modificacdo de pensamento tem um viés politico, pois a
matematica dita dominante, luta por ndo perder seu lugar, enquanto as outras lutam para serem visibilizadas aos
olhos daqueles que detém o poder sobre o sistema educativo. Apesar desse embate politico, ha um debate
sociocultural que possibilita o enfrentamento e traz as matematicas para o &mbito escolar como recurso didatico que
auxilia tanto o ensino como a aprendizagem dos alunos.

A educacio escolar, em sua maioria, ¢ baseada na exposicao oral que traz teorias sem qualquer contextualizagdo, o

que ndo favorece o processo cognitivo e afetivo dos alunos em relagdo aos contetidos ensinados em sala de aula.
Ao ensinar, o professor deve buscar que seu aluno realmente aprenda. Para aprender o aluno precisa querer aprender
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e para isso ha a necessidade de contextualizar os contetidos matematicos escolares na sua cultura, podendo
desenvolver atividades que busquem a interdisciplinaridade. Esses aspectos sdo preconizados pelo Programa
Etnomatematica.

Sendo assim, partimos da Etnomatematica de Ubiratan D’ Ambrosio, pois entendemos que “as distintas maneiras
de fazer [praticas] e de saber [teorias], que caracterizam uma cultura, sdo parte do conhecimento compartilhado e
do comportamento compatibilizado. Assim como comportamento € conhecimento, as maneiras de saber e de fazer
estdo em permanente interacao” (D’ Ambrosio, 2011, p. 19). Se esses saberes e fazeres interagem, constituindo a
cultura de um povo, consequentemente caracterizam-se como conhecimento gerado e difundido na comunidade que
forma esse povo. Nessa perspectiva,

Todo individuo vivo desenvolve conhecimento e tem um comportamento que reflete esse
conhecimento, que por sua vez vai-se modificando em fun¢ao dos resultados do comportamento. Para
cada individuo, seu comportamento e seu conhecimento estdo em permanente transformagio, e se
relacionam numa relagdo de simbiose (D’Ambrosio, 2011, p. 18).

Os comportamentos que espelham os conhecimentos adquiridos dao base aquilo que Charlot (2000) cunhou de
relagdo com saber, ou seja, “o valor e o sentido do saber nascem das relagdes e de suas apropriacdes” (Mattos, 2018,
p. 744). Charlot (2000, pp. 63-64) afirma que “um saber s6 tem sentido e valor por referéncia as relacdes que supde
e produz com o mundo, consigo, com os outros.” Desse modo, todo ser humano aprende e essa aprendizagem deve
equivaler a adquirir um saber, entendendo-o como um conteudo intelectual e ndo simplesmente acumulacao de
conteudos intelectuais.

E essa visdo que foi exposta acima e que o Programa Etnomatematica traz para o professor de matematica como
ferramenta para ensinar os conteudos matematicos escolares. As apropriagdes e as relagdes que envolvem a cultura
de um povo permite vivenciar o conhecimento proprio desse povo. Possibilita, ainda, em se tratando de uma
comunidade indigena, reafirmar a identidade etnocultural e, a0 mesmo tempo, empoderar pela visibilidade dada aos
saberes e fazeres do cotidiano sociocultural dessa etnia.

De acordo com D’ Ambrosio (2009, p. 119) “o grande desafio que se encontra na educacdo é justamente sermos
capazes de interpretar as capacidades e a propria a¢do cognitiva ndo da forma linear, estdvel e continua que
caracteriza as praticas educacionais mais coerentes.”

A etnia Paiter Surui de Rondonia - Brasil e a Educacio Escolar Indigena

A etnia Paiter Surui esta localizada nas Terras Indigenas Sete de Setembro, possuindo vinte e cinco aldeias,
distribuidas ao longo de linhas vicinais (estradas de acesso). Segundo Mattos e Ferreira Neto (2016, p. 80) esses
indigenas se autodenominam “Paiter” que significa “nds mesmos” ou “gente de verdade”. A aldeia pesquisada foi
a aldeia Paiter Linha 09, na cidade de Cacoal — Rondonia (Figura 1). Essa aldeia foi aberta por duas familias.
Atualmente contém aproximadamente 200 pessoas distribuidas em 22 familias.
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Figura 1: Localizacao das Terras Indigenas Sete de Setembro dos Paiter Surui de Ronddnia — Brasil

Fonte: Funai

O nome Sete de Setembro originou-se do nome do acampamento da Funai, criado um ano antes do contato em sete
de setembro de 1968. Os Paiter Surui sdo organizados em quatro clas: Gameb (marimbondos pretos), Gabgir
(marimbondos amarelos), Makor (taboca) e Kaban (mirindiba). A aldeia pesquisada é pertencente ao cla Kaban.
Apesar de serem poligdmicos, poucos se ariscam a ter mais de uma esposa. Os afazeres da aldeia sdo divididos entre
homens e mulheres. As mulheres cabem o cuidado da casa e dos filhos, a producdo de artesanatos, de cestaria, de
panela de barro e tecer o algoddo. Aos homens cabem a caca, a pesca (as mulheres também podem pescar, desde
que nao seja com arco e flecha), a construgdo da roga, a producdo de arcos e flechas e de cocares.

A educacdo escolar indigena integrada a educacdo indigena permite a preservacdo da cultura e do ambiente,
possibilitando uma aprendizagem significativa (Ausubel, 2000). A educagdo indigena (Figura 2) sempre existiu e
nao depende de escola, ja que a todo momento ocorre o ensinamento para aqueles que querem aprender. Basta que
os mais jovens se aproximem dos sabedores ancidos e que estes estejam desenvolvendo um instrumento, um
artesanato, uma cestaria, ou mesmo falando sobre algo, que havera ensino. Eo que chamamos de educagao informal.
Podemos perceber que nesses ensinamentos hd uma matemaética propria da etnia e do cotidiano.

Figura 2: Indigena ensinando sobre a castanheira no meio da floresta (Educagdo indigena)

Fonte: Dos autores

A educagio escolar indigena, no Brasil, busca atender aos artigos 26, 32, 78 ¢ 79 da Lei de Diretrizes ¢ Bases da
Educacao Nacional 9394/96 (Brasil, 1996), os quais afirmam que esta deve ser intercultural e bilingue, como forma
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de preservar a identidade, os costumes e as tradi¢des das etnias. O Referencial Curricular Nacional para as escolas
indigenas (Brasil, 1998) assegura um curriculo local, priorizando os anseios e interesses das comunidades indigenas.
Em atendimento a legislacdo, a aldeia Paiter Linha 09 possui uma escola que no ano de 2017 recebeu 35 criangas
no ensino fundamental e 13 jovens no ensino médio. Conta com cinco professores indigenas e 13 professores nao
indigenas que atuam por revezamento.

No ensino fundamental é utilizado o projeto Mais Educagdo do governo federal que visa fomentar, por meio de
sensibilizagdo, incentivo e apoio, projeto ou agdes de articulacdo de politicas sociais e implementagdo de acdes
socioeducativas oferecidas gratuitamente a criangas, adolescentes e jovens, para o fortalecimento cultural e do uso
de lingua Paiter. Agroecologia, cultura, artes, memoria e historias das comunidades tradicionais, artesanatos e
acompanhamento pedagdgico sdo as areas trabalhadas pela escola no projeto Mais Educacdo, fortalecendo o
trabalho do professor indigena em sala de aula, valorizando a cultura, a memoria e a historia do povo Paiter Surui,
por meio da participagdo e praticas dos idosos, sabedores dos conhecimentos socioculturais da etnia.

A introdugdo da cultura, da historia, dos saberes e fazeres da etnia Paiter Surui na escola, ndo significa rejeicdo a
cultura do nao indigena em suas praticas escolares, muito pelo contrario, pois € intencdo desse povo apreender os
conhecimentos do ndo indigena, tio necessarios a sua sobrevivéncia. E o conhecer para preservar o mundo,
significando entender o conhecer “como a¢ao efetiva, acdo que permite ao ser vivo continuar sua existéncia em um
determinado meio ao fazer surgir o mundo. Nem mais, nem menos” (Maturana & Varela, 2001, p. 36).

Nessa perspectiva, o viés etnomatematico (D’Ambrosio, 2011) se faz pertinente por mostrar a importancia dos
conhecimentos matematicos proprios contidos no cotidiano da etnia. Assim, os indigenas compreendem que existe
saber nas atividades desenvolvidas na aldeia e que esse saber tem importancia para o desenvolvimento dos
conhecimentos académicos (Mattos & Ferreira Neto, 2016).

A castanha-da-Amazonia

A castanha-da-Amazonica (Figura 3) ¢ considerada produto florestal ndo madeiraveis (PFNM), sendo um recurso
viavel a sustentabilidade local, ja& que ndo ha necessidade de destruir a matéria prima, que ¢ a castanheira. Para
Machado (2008, p. 13) “os PFNM sao todos os produtos provenientes da floresta € que nao sejam madeira, [...].”
No estado de Rondodnia, Brasil, que é o quarto maior produtor de castanha-da-Amazonia, a extragdo esta concentrada
em terras indigenas (TI). Uma dessas TI ¢ a Sete de Setembro com aldeias localizadas na cidade de Cacoal, no
estado de Ronddnia e na cidade de Rondolandia no estado do Mato Grosso, em que a coleta era feita, mesmo antes
do contato, por todas as familias da aldeia. Assim, o extrativismo tradicional consiste na coleta dos ourigos que
estdo no chdo, sendo amontoados e posteriormente guardados em cestos.

Figura 3: Castanha-da-Amazonia e castanheira

Fonte: Dos autores
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A coleta ¢ realizada por toda comunidade, dividida em familias. Antes do contato, eles colhiam as castanhas somente
para o consumo. A castanha era consumida de maneira tradicional, ou seja, hd milhares de anos as comunidades
indigenas ja faziam uso da castanha na alimentacdo, preparando pagoca com carne, leite ou ralada com mel.
Atualmente, eles colhem o maximo que podem para comercializar. Essa comercializagdo teve inicio a partir do
século XIX e vem aumentando significativamente por suas propriedades nutricionais, gastronomicas e cosméticas.

De acordo com Ribeiro:

O aumento da procura por produtos ambientalmente corretos, que contribuam para a conservagao da
floresta Amazonica e para a qualidade de vida das populagdes tradicionais, como os com certificacao
organica e florestal, representa uma grande oportunidade para a comercializag@o da castanha. Para isso
€ necessario realizar o manejo adequado desse recurso, que garanta tanto a qualidade como a sua
sustentabilidade, viabilizando a exploragdo por tempo indeterminado pelas populagdes que dependem
do mesmo (Ribeiro, 2011, p.6).

O perigo encontra-se na ganancia de alguns fabricantes que querem uma coleta desenfreada e exagerada. Entretanto,
os indigenas estdo mais preocupados com a preservacao da castanha. Constatamos que a coleta realizada pelos
indigenas da etnia Paiter Surui permite a garantia tanto da qualidade das castanhas quanto da preservacdo da
sustentabilidade local. E interesse da etnia continuar realizando o consumo e a comercializacdo das castanhas.

Metodologia

Tomamos a abordagem qualitativa de pesquisa com enfoque no método de estudo de caso, por ser um método
estruturado e empirico. Utilizamos como instrumento a observacdo participante com captagdo de imagens, para
gerar um conhecimento mais contextualizado, focando uma determinada situagdo em uma comunidade, o que pode
“revelar a descoberta de novos significados, estender a experiéncia.” Da mesma maneira levar “a descoberta de
novas relagdes” (André, 2005, p. 18). Essa abordagem permitiu-nos compreender como a Etnomatematica, implicita
na coleta e comercializagdo da castanha-da-Amazonia, pode auxiliar no ensino e na aprendizagem de contetdos
matematicos escolares.

O objetivo da pesquisa foi analisar as possiveis interrelagdes entre a cultura dos Paiter Surui, na coleta e
comercializagdo da castanha-da-Amazonia, e o ensino dos contetidos da matematica escolar, para a proposicao de
tarefas que melhore a aprendizagem dos alunos. De acordo com o objetivo, a pesquisa justificou-se pelo
entendimento que os conhecimentos prévios da cultura dos alunos atuam como subsungores para a aprendizagem
significativa (Ausubel, 2000) dos contetidos matematicos. De fato, Mattos e Mattos (2019) defendem a
aprendizagem significativa junto ao Programa Etnomatemaética por entenderem que o uso de organizadores prévios
estimula a estrutura cognitiva do aluno, a fim de facilitar a aprendizagem por meio da cultura.

A pesquisa foi realizada no ano de 2017 e teve como locus a Escola Estadual Indigena Izidoro de Souza Meireles
da aldeia Paiter Linha 09, cidade de Cacoal, estado de Rondonia, Brasil. Além da escola, tomamos como 16cus de
pesquisa o entorno da mesma, no momento em que os indigenas estavam na pratica das atividades cotidianas para
a coleta e comercializa¢ao da castanha-da-Amazodnia.

Toda a comunidade, de uma forma geral, foi participante da pesquisa, ja que todos participam da coleta da castanha,
entretanto restringimo-nos essencialmente como sujeitos de pesquisa o professor de matematica e os alunos. Foram
realizadas algumas visitas a aldeia que nos possibilitou estar em sala de aula na realizag¢do de observagao participante
para compreender como o professor desenvolveu a aula. Além disso, foram produzidas imagens e realizado videos
para preservar o contexto no momento da pesquisa.
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Para obter os resultados, os dados foram analisados de acordo com as observagoes realizadas durante as aulas do
professor de matematica, as quais nos permitiram verificar como o professor trabalhou contetidos curriculares de
matematica escolar utilizando a castanha-da-Amazodnia para ensina-los, conforme sera descrito nos resultados a
seguir.

Resultados

Na analise e discussoes dos dados coletados procuramos deixar claro que a contextualizagdo na cultura, que esta na
base da Etnomatematica, ¢ um elemento importante para tornar a aprendizagem significativa para os alunos. Como
D’Ambrosio afirma sobre o Programa Etnomatematica: “ao reconhecer que nao € possivel chegar a uma teoria final
das maneiras de saber/fazer matematico de uma cultura, quero enfatizar o carater dindmico deste programa de
pesquisa” (D’ Ambrosio, 2011, p. 18). Consequentemente, qualquer professor, indigena ou ndo, deve estar aberto a
novas metodologias de ensino com o propdsito de garantir a aprendizagem de seus alunos.

Com o olhar focado na Etnomatematica, apresentamos algumas maneiras de ensinar alguns contetidos matematicos
com a pratica da coleta, utilizagdo e comercializacdo da castanha-da-Amazonia. Apresentamos neste trabalho o
ensino de razao e propor¢ao, em que o professor utilizou o tempo, em dias, com a quantidade, em quilos, de castanha
coletada. Isso ¢ importante, tendo em vista que a coleta e venda da castanha, além de uma pratica cultural, ¢ um dos
principais recursos financeiros dos Paiter, e quanto mais venderem, melhor. Diversas tarefas foram desenvolvidas
apresentando razdo e proporcao, além de reforcar a tabuada na multiplicacdo e divisdo.

No primeiro momento, o professor de matematica conversou sobre a castanha, a coleta e a comercializacao.
Mostrando as atividades tradicionais da etnia, algo do cotidiano dos alunos, ja que eles participam dessa atividade
junto com suas familias. Nesse momento, o professor atuou como um sabedor local, explicando mitos e historias
relativas a essa pratica. A relacdo da matematica do cotidiano com a matematica escolar ocorreu de forma natural.
Consequentemente, constatamos que “a etnomatematica propde uma pedagogia viva, dindmica, de fazer o novo em
resposta a necessidades ambientais, sociais, culturais, dando espago para a imaginagdo e para a criatividade”
(D’ Ambrosio, 2008, p. 10).

No segundo momento, o professor de matematica fez a relagao da matematica escolar com a coleta da castanha. Em
sua exposi¢do do conteudo sobre razdo e proporcao (Figura 4) demonstrou que tudo que faz parte do cotidiano da
etnia tem contetidos importantes da matematica escolar.

Figura 4: Power point do professor de matematica indigena contextualizando razao e proporg¢ao
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Observe que uma grandeza varia de acordo com a outra. Se uma
aumenta, a outra aumenta também. Quando duplicamos o tempo, a
quantidade de castanha coletada também duplica. Quando triplicamos o
tempo, a quantidade de castanha também triplica. Dizemos entdo que
essas duas grandezas sdo diretamente proporcionais.

Fonte: Dos autores
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Na fala do professor pudemos constatar que ele sempre fazia a distin¢éo entre matematica escolar e matematica do
cotidiano. Mais uma vez buscamos D’ Ambrosio (2009, p. 84) para demonstrar a postura filosofica do professor,
pois ao proporcionar que os alunos aprendessem com prazer, ele traz “sua maneira de ver o conhecimento.” E,
ainda, ele compreende que os alunos sdo envolvidos com os contetidos a serem ensinados de maneira afetiva.

Essa compreensao corrobora a opinido de Mattos e Almeida (2016, p. 9) que afirmam: “quando o professor gosta
do que faz e passa sua intengdo de ensinar, ressignifica o contetido matematico de forma criativa, favorecendo a
integracdo do mundo interior do aluno com o mundo exterior.” Consequentemente, o professor faz a ligacao dos
conteudos matematicos escolares com o cotidiano das atividades da aldeia.

Devemos ressaltar que a postura do professor perante a aprendizagem dos alunos envolve o tom da voz na
comunicacao, a proximidade com os alunos e a forma como acolhe o entendimento do aluno, aspectos esses que
impactam afetivamente os alunos e favorecem a aprendizagem dos conceitos ensinados. Segundo Mattos (2016, p.
3) “procurar indicios que levem alunos a ndo terem desempenhos insatisfatorios em matematica €, de certa forma,
tentar reverté-los.” E, se o professor que ensina matematica escolar pretende reverter esse quadro, deve ficar atento
porque “ha que se modificar praticas docentes e ponto de vista dos alunos sobre os conteudos matematicos” (Mattos,
2016, p. 3).

Podemos observar na figura 5 que o professor caminha pela sala com o intuito de auxiliar seus alunos, caso haja
quaisquer duvidas que possam surgir, no percurso em que estdo desenvolvendo suas argumentagdes e justificativas
para chegar a solugo da tarefa proposta. Mattos (2018, p. 741) afirma que “a aprendizagem dos alunos ¢ espelhada
pelo comportamento que o professor desenvolve em sala de aula.” Nessa perspectiva, os alunos se sentem seguros
para expor suas argumentagdes e apresentar os resultados que alcangaram.

Figura 5: Professor auxiliando os alunos na compreensao dos conceitos matematicos

Fonte: Dos autores

Com relagdo aos alunos, pudemos perceber que eles interagem com o0s conceitos matematicos, expostos pelo
professor, pela satisfacdo que sentem ao compreenderem que na sua cultura ha um saber matematico proprio que
estd implicito nas atividades cotidianas da aldeia. Mattos (2016, p. 8) afirma que ao “ser encorajado a realizar tarefas
matematicas, a expressar sua opinido e a expressar que caminhos seguiu para realizar uma tarefa torna-se necessario
para que o aluno perca o medo diante de uma sessdo de aula.” O que constatamos € que ndao ha medo, por parte dos
alunos, a respeito dos contetidos matematicos escolares.

O professor indigena viabiliza a aprendizagem dos conteudos matematicos escolares em seus alunos, obtendo
resultados satisfatorios, devido ter a intengao de modificar sentido e significados introduzindo aspectos da cultura.
Isso permite alterar a relagdo que os alunos t€ém com a matematica de uma forma geral, j4 que ha a introdugdo da
Etnomatematica trazendo um novo olhar para as proprias atividades locais.
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Assim, o professor reduz acontecimentos que produzam reagdes com tonalidades desagradaveis no que diz respeito
a matematica escolar e, a0 mesmo tempo, estabelece interagdes amistosas entre ele e seus alunos e de ambos com
o conhecimento (Figura 6).

Esse novo olhar dado a coleta e comercializagdo da castanha, auxilia no entendimento cuidadoso das tradigdes
culturais da etnia. O estimulo dado aos alunos, por meio de uma atividade que estava sendo realizada e que envolvia
toda a comunidade, possibilitou a esses alunos terem uma maior interagcdo em sala de aula e fora dela, na tentativa
de aprender mais sobre a coleta e comercializagdo da castanha.

Figura 6:Alunos expondo seus argumentos ¢ justificativas para a resolucao da tarefa proposta

Fonte: Dos autores
Em nossas observagoes em sala de aula vimos, também, que os alunos se ajudavam mutuamente (Figura 7). Aquele

que entendia mais rapidamente o que era exposto ou proposto pelo professor, auxiliava o colega para que alcangasse
a resposta satisfatoria da tarefa.

Figura 7: Aluno ajudando ao colega

Fonte: Dos autores

Conclusoes

Por meio da observagdo participante realizada com o professor de matematica constatamos que a utilizacdo da
cultura dos Paiter Surui em sala de aula, por meio da coleta da castanha, que ¢ uma atividade desenvolvida por
todos, torna a mesma uma fonte de aprendizado e preservagdo das tradi¢des, empoderando-os e reafirmando a
identidade da etnia. Os conteidos matematicos escolares sdo ressignificados, reavivando os conhecimentos
inerentes aos proprios indigenas e proporcionando a aprendizagem significativa (Ausubel, 2000). Observamos que
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nao ha aprendizagem somente em sala de aula, visto que, na aldeia ha saberes e fazeres da cultura indigena que
transbordam conhecimentos matematicos proprios do povo e que podem ser utilizados para promover e
contextualizar a aprendizagem dos alunos, aspectos que estdo na base da Etnomatematica (D’ Ambrosio, 2011).

E notério que a postura do professor indigena ao ensinar os contetidos matematicos escolares, por meio das
atividades desenvolvidas pela comunidade, influencia a participacgdo ativa dos alunos. Permite ainda que apreendam
o conhecimento ja que este esta ancorado naquilo que eles conhecem de sua cultura e, quando ocorre alguma
dificuldade, o professor esta sempre solicito para sana-la. Percebemos, ainda, que os alunos ajudavam um ao outro,
seja para o entendimento dos conteudos, seja para a resolugdo da tarefa proposta.

A preservagdo da floresta, da sustentabilidade e da biodiversidade ¢ preocupacdo de toda etnia e, mais ainda, do
professor de matematica. Ele aproveita épocas em que toda a etnia se vé envolvida nas praticas culturais tradicionais
para propor tarefas com as quais os alunos constroem o conhecimento matematico escolar.

Diante do exposto nos resultados, tendo em vista as etapas utilizadas pelo professor para desenvolver suas aulas,
concluimos que tanto a etnomatematica quanto a castanha-da-Amazonia atuaram como recursos didaticos para o
ensino e a aprendizagem de conteildos matematicos, como razao e propor¢ao.

Referéncias bibliograficas

André, M. E. D. A. (2005). Estudo de Caso em Pesquisa e avalia¢do educacional. Brasilia: Liber Livro Editora.

Ausubel, D. P. (2000). Aquisicdo e Reten¢ao de Conhecimentos: Uma Perspectiva Cognitiva. Lisboa: Platano
Edigoes Técnicas.

Brasil. (1998). Referencial curricular nacional para as escolas indigenas. Brasilia, DF: MEC.

Brasil. (1996). LEI N° 9.394 de 20 de dezembro de 1996. Estabelece as Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional.
Brasilia, DF: MEC.

Charlot, B. (2000). Da relagdo com o saber: elementos para uma teoria. Trad. Bruno Magne. Porto Alegre: ArtMed.

D’Ambrosio, U. (2011). Etnomatematica — elo entre as tradigoes e a modernidade. 4.ed. Belo Horizonte: Auténtica
Editora.

D’Ambrosio, U. (2009). Educacdo matematica: da teoria a pratica. 17. ed. Campinas: Papirus. (Colegdo
Perspectivas em Educacdo Matematica).

D’Ambrosio, U. (2008). O programa etnomatematica: uma sintese. Acta Scientiae, 10(1). Recuparado de
http://www.periodicos.ulbra.br/index.php/acta/article/view/74.

Machado, F.S. (2008). Manejo de produtos florestas ndo madeirdveis: um manual com sugestdes para o manejo
participativo em  comunidades da Amazonia. Acre: Pescare e Cifor. Recuperado de
http://www.pesacre.org.br/MACHADO F S Livro Manejo de PFNMs WEB.pdf.

Mattos, S.M.N. (2018). Comportamentos expressos pelo professor de matematica em sala de aula: a visdo dos
alunos brasileiros do ensino fundamental 1. Acta Latinoamericana de Matematica Educativa — Alme. 31(1),
741-748.

Mattos, S.M.N. e Almeida, L.R. (2016). Sentimentos expressos por alunos do ensino fundamental II: a aula de
matematica em foco. Encontro Nacional de Educagdo Matematica, XII. Anais... Sdo Paulo: Universidade
Cruzeiro do Sul, 1-12.

Mattos, J. R. L. & Ferreira Neto, A. (2016). O povo Paiter Surui e a etnomatematica. In Bandeira, F. A. & Gongalves,
P. G. F. (Orgs.). Etnomatematicas pelo Brasil: aspectos teoricos, ticas de matema e praticas escolares.
Curitiba: CRV, 79-100.

Mattos, S.M.N & Mattos, J.R.L. (2019). Etnomatematica e pratica docente indigena: a cultura como eixo integrador.
Hipatia. 4(1), 102-115.

Maturana, H.R. e Varela, F.J. (2001). 4 drvore do conhecimento: as bases biologicas da compreensdo humana.
Trad. Humberto Mariotti e Lia Diskin. Sdo Paulo: Palas Athena.

- 58 -



Clame -9 Acta [ atinoamericana de
SECCION 2/ PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
VOL 35, NUMERO 1, ANO 2022

Matemaética Educativa

Oliveira, K.F. & Mattos, S.M.N. (2021). Utilizacao de praticas de sustentabilidade na educagdo escolar indigena: o
babagu na aldeia Aritana do povo Paiter Surui. In Mattos, J.R.L. & Ferreira Neto, A. (org.). Textos e contextos

educativos. Jundiai: Paco editorial. 89-114.
Ribeiro, M.B.N. (2011). Ecologia, manejo e sustentabilidade da exploracdo da castanha-da-Amazonia

(Bertholletia Excelsa) pelos indios Kaiapo, sudeste de Amazonia. Tese (Doutorado em Biologia). 142 f.

INPA, Manaus.

.59.



Clame - Acta Latinoamericana de

atematica Educativa SECCION 2/ PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
VOL 35, NUMERO 1, ARO 2022

ENSENANZA DE LA MATEMATICA PARA LA JUSTICIA SOCIAL
UNA DIDACTICA DE LA INTERDISCIPLINARIEDAD

TEACHING MATHEMATICS FOR SOCIAL JUSTICE
A DIDACTIC OF INTERDISCIPLINARITY

Veronica Molfino, Cristina Ochoviet
Consejo de Formacion en Educacion, Uruguay

veromolfino@gmail.com; cristinaochoviet@gmail.com g

Resumen

En esta comunicacion breve presentamos algunos ejemplos acerca de como es comprendida la perspectiva de la
ensefianza de la matematica para la justicia social por parte de estudiantes de profesorado o docentes en formacion
a quienes hemos acercado esta perspectiva en diferentes cursos, desde el afio 2016 a la fecha. El analisis de cada
uno de estos ejemplos y su categorizacion permite vislumbrar como en cada uno de ellos la interdisciplinariedad
surge como una herramienta natural para dar respuesta a problemas del mundo en que vivimos. Concluimos que la
perspectiva adoptada constituye una herramienta potente para la formacion didactica de los futuros profesores con
posibilidades de impactar en la consideracion social de la matematica.

Palabras Clave: justicia Social, interdisciplinariedad, formacion profesores
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Abstract

In this communication we present some examples about how the perspective of teaching mathematics for social
justice is understood by prospective teachers or teachers in postgraduate courses to whom we have approached this
perspective, from 2016 to the date. The analysis of each of these examples and their categorization allows us to
glimpse how interdisciplinarity emerges as a natural tool to solve problems about our world. We conclude that the
adopted perspective constitutes a powerful tool for prospective teachers with the possibility of impacting over their
social consideration of mathematics.

Keywords: social justice, interdiscipinarity, teacher training.
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Introduccion

Como formadoras de profesores presentamos la ensefianza de la matematica para la justicia social (EMpJS) a los
futuros profesores o profesores en formacion porque entendemos que desde la educacion matematica de los
ciudadanos es posible contribuir a la construccion de una mejor sociedad para todos. Acordamos con Llorente (2012,
parr. 14) en que “frente a las funciones tradicionales de la escuela, economica, ideoldgica, de socializacion y de
reproduccion social, apostamos por la funcién emancipadora de la educacion que consiste en educar para la
participacion responsable y la critica activa”. Asi, entendemos necesario fomentar desde la formacion inicial de
profesores una educacion que se proponga cambiar el mundo y posibilite una insercion critica en él (Freire, 2014)
y para ello utilizamos un enfoque que promueve en los estudiantes de ensefianza media un pensamiento critico hacia
las desigualdades de la sociedad en la que vivimos. La perspectiva de la EMpJS que proponemos en los cursos de
formacion docente desde el afio 2016, plantea promover aprendizajes matematicos a través de una lectura del mundo
con recursos matematicos (Felton—Koestler, 2017; Skovsmose, 2012). En Molfino y Ochoviet (2019) se desarrolla
la perspectiva teorica y se presentan antecedentes que reportan resultados relativos a la implementacion de esta
perspectiva en cursos de formacion de profesores.

En el camino transitado desde 2016 a la fecha, nuestros estudiantes han generado distintas propuestas de ensefianza
que con diferentes aproximaciones se enmarcan en la perspectiva de la EMpJS. Algunas de ellas fueron
implementadas en cursos de ensefianza media, con diferentes tipos de reacciones por parte de sus estudiantes. Hoy,
a cuatro anos de comenzado este desafio, proponemos una mirada retrospectiva que nos permita reflexionar sobre
lo hecho y seguir avanzando.

La perspectiva de la EMpJS implica, para docentes y futuros docentes, no solo reflexionar sobre sus concepciones
sobre la ensefianza de la matematica, sino también sobre la matematica misma. Es por ello que adoptamos para
nuestra mirada retrospectiva una categorizacion relativa a las maneras en que los estudiantes de profesorado
visualizan las relaciones entre la matematica y la comprension del mundo (Felton—Koestler, 2017). En este ensayo
ilustraremos cada una de esas categorias con propuestas de ensefianza disefiadas por diversos grupos de estudiantes
de profesorado.

En este articulo presentamos la categorizacion presentada por Felton—Koestler (2017) sobre las relaciones entre la
matemadtica y la comprension del mundo que pueden presentar los futuros profesores. A continuacion, ilustramos
estas categorias mediante ejemplos de las producciones de distintos grupos de estudiantes del profesorado de
matemadtica que consisten en disefios para la ensefianza. El andlisis de dichos ejemplos permite, a su vez, inferir
aspectos sobre la manera en que los futuros docentes o docentes en formacion comprenden la perspectiva. Estos
disefios, como se verd, reflejan las posibilidades y las dificultades para llevar adelante estas propuestas educativas.
Asimismo, en ellos se hace patente el potencial del enfoque para el disefio de propuestas de ensefanza desde una
mirada interdisciplinar. Para cerrar, reflexionamos acerca de como la EMpJS posibilita que futuros profesores y sus
alumnos conciban a la matematica como herramienta para leer el mundo y, por qué no, intervenir en él para
promover cambios.

Tipos de relaciones entre la matematica y la comprension del mundo

Felton—Koestler (2017), en su trabajo con profesores y futuros profesores, ha identificado cuatro tipos de relaciones
entre la matematica y la comprension del mundo:

1. Disciplina distinta: La matematica es una disciplina particular, practicamente autocontenida, que no se relaciona
con la vida cotidiana o el entorno y no se ocupa de tematicas sociales o politicas.

2. Mundo real: La matematica debe estar vinculada a tematicas del mundo en el que vivimos que son apoliticas o
neutrales. No toma posiciones acerca de las problematicas sociales.

3. Sociopolitica: La matematica debe estar relacionada a temas claramente politicos o a asuntos controversiales.
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4. Injusticia: La matematica debe estar conectada a temas que pretenden generar conciencia para comprender y
trabajar para la superacion de las injusticias que la disciplina permite identificar.

El autor aclara que estas visiones no constituyen categorias estancas, sino que los docentes o los estudiantes de
profesorado podran ubicarse en una de estas visiones o transitar entre ellas. Es por eso que ilustramos las ultimas
tres categorias mediante ejemplos de trabajos desarrollados por estudiantes de profesorado que ilustran cada una de
las ultimas tres categorias, en el entendido que estos mismos estudiantes podrian desarrollar otras secuencias de
enseflanza que por la problematica que abordan se situen en otra categoria.

La categoria que considera a la matematica como una disciplina sin vinculos con temadticas sociales o politicas no
es ilustrada porque al enmarcarse en la EMpJS, las secuencias disefiadas buscan, por definicion, algin tipo de
vinculo con problematicas sociales, en mayor o menor medida. No obstante, presentaremos la reflexion de un
profesor en formacion de posgrado, al solicitarsele que disefiara una propuesta didactica enmarcada en la EMpJS
para la formacion de profesores.

Visiones que ilustran que la matematica es una disciplina distinta

Como ya sefialamos anteriormente, en este trabajo ejemplificamos distintas propuestas didacticas disefiadas por
futuros profesores o profesores en formacion que evidencian una manera particular de entender la perspectiva de la
EMpJS.

Solicitamos a un grupo de docentes en formacion el disefio de una propuesta de ensefianza desde este enfoque, y si
bien no se negaron a hacerlo interponiendo el argumento de que la matematica no se relaciona con el entorno o con
tematicas sociopoliticas, si expusieron las dificultades que surgian al intentar pensar la propuesta. A continuacion,
presentamos la reflexion de un profesor de matematica:

Es posible que me equivoque, que me corrijan, y que tenga que dar la razon enseguida, pero igual estoy
seguro de que no es posible ensefiar cualquier tema desde la realidad. Creo que el problema es justamente
que estamos tan acostumbrados a pensar la matematica como algo abstracto que nos olvidamos muchas
veces de que puede ser trabajada desde lo real. Por ejemplo, si pensamos en la completitud de R, no se me
ocurre como ensenar dicho concepto vinculandolo con la justicia social, o cualquier tema de topologia.

Sin embargo, uno de los problemas que identifica Llorente, al igual que otros como Wright, es que el
curriculum no apunta a trabajar los contenidos en dicha perspectiva en ningin momento. De hecho, me
atrevo a afirmar que, todo lo contrario. Podriamos afirmar que apunta a generar una sensacion de
imparcialidad politica ideologica en las clases de matematica que la verdad no estoy de acuerdo.

Abhora, la pregunta que resuena es /se puede ensefiar desde esta perspectiva en formacion docente o solo se
puede ensefar en esta perspectiva en secundaria (o mas especificamente, en ciclo basico)?

Lo que el profesor dice hace patente la concepcion de la matematica que tienen muchos docentes y estudiantes de
profesorado que consideran a la matematica como una disciplina distinta que no se vincula con el entorno: “Creo
que el problema es justamente que estamos tan acostumbrados a pensar la matematica como algo abstracto que nos
olvidamos muchas veces de que puede ser trabajada desde lo real”.

Ademads, el profesor ofrece testimonio de la existencia de la primera relacion expuesta por Felton—Koestler (2017),
la matematica como disciplina aséptica (que no es la que él comparte): “Podriamos afirmar que apunta a generar
una sensacion de imparcialidad politica ideologica en las clases de matematica que la verdad no estoy de acuerdo”.
Con este ejemplo, exponemos en forma manifiesta que la consideracion social hacia la matematica como una
disciplina distinta, también se presenta en nuestra comunidad de profesores.
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Disefios que ilustran una vision de la matematica con vinculos con el mundo real

La segunda categoria que presenta Felton—Koestler (2017) refiere a la consideracion de que la matematica debe
relacionarse con el mundo real mediante el abordaje de tematicas que son consideradas apoliticas y neutrales.

Uno de estos temas podria ser, por ejemplo, la alimentacion saludable: es deseable para todos los ciudadanos y, a
priori, algo alcanzable. Dos trabajos de estudiantes han usado esta tematica para la ensefianza de porcentaje en
primer afio de ensefianza media. Estos trabajos no ponen de relieve la posibilidad de acceso a una alimentacion
digna, lo que implicaria una vision sociopolitica de la problematica, sino que lo que se proponen es brindar a los
estudiantes herramientas para seleccionar, de entre lo que ellos tienen a disposicion, los alimentos mas saludables.

Es por ello que consideramos que los estudiantes de profesorado, a través de esta secuencia de ensefianza, dejan
traslucir una vision de que la matematica debe vincularse con tematicas del mundo real que son apoliticas o
neutrales.

Uno de esos trabajos fue reportado en Alvarez, Molfino, Pereira y Silva (2017), transcribimos a continuacion la

secuencia disenada:

Figura 1. Propuesta didactica

Actividad

Se les debe solicitar a los estudiantes que traigan un paquete de galletas dulces vacio de las
que consumen habitualmente.
En el envase de galletas OREO se lee la siguiente informacion nutricional

INFORMACION NUTRICIONAL
Porcién: 3pg (aprox.10 galietitas)

(a) Calcula los porcentajes de la cantidad de proteinas, grasas totales y azucares totales
presentes en una porcion de galletitas OREO.

(b) Calcula ahora los mismos porcentajes para el paquete de galletitas dulces que trajiste a la
clase.

(¢) Compara, mediante diagramas circulares, los porcentajes de la cantidad de esos
componentes en cada uno de los paquetes de galletitas.

(d) (Cuales galletas resultan mas saludables y por qué? Puedes buscar informacion de esos
componentes en tu computadora o dispositivo movil.

Esta tarea pretende alcanzar la meta de leer el mundo con matematica (Gutstein, 2006) mediante una serie de
acciones matematicas a desplegar por los estudiantes para resolverla: leer la informacion que figura en la imagen,
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identificar cuales datos son los que requieren para responder lo pedido y realizar el calculo correspondiente,
representar porcentajes en diferentes registros; numérico, tabular y grafico y comparar diferentes situaciones.

Finalmente, se pregunta a los estudiantes sobre cuales galletas resultan més saludables, y es alli donde se introducen
vinculos con otras disciplinas para responder preguntas del mundo real, en este caso particular con ciencias
naturales. Responder requiere una investigacion previa sobre lo que significa que sea saludable, cuales componentes
son considerados buenos para la salud y cuales malos y por qué, qué proporcion de cada uno de ellos es lo
recomendable por organismos nacionales e internacionales de salud.

Otra tematica abordada por estudiantes de profesorado para el disefio de tareas enmarcadas en la EMpJS es el uso
de videojuegos por parte de estudiantes, con la intencion de concientizarlos sobre las problematicas que pueden
acarrear para su capacidad de atencion y para conciliar el suefio, basado en estudios cientificos al respecto. Es claro
que es una tematica vinculada al mundo en el que vivimos y la optica de los autores de la secuencia es apolitica, la
conciben como una problematica personal de los estudiantes, sin relacionarla con factores sociales que puedan
profundizarla o resolverla.

Disefios que ilustran una vision sociopolitica de la matematica

Esta tercera categoria refiere a la consideracion de que la matematica debe relacionarse con “topicos considerados
abiertamente politicos o controversiales por naturaleza” (Felton—Koestler, 2017, p. 60).

La mayor parte de los trabajos desarrollados por nuestros estudiantes de profesorado de matematica en relacion a la
EMpJS son ejemplos de esta categoria. Algunas de las tematicas abordadas han sido la desigualdad de género
evidenciada a través del salario, las posibilidades de insercion en el mundo laboral y el trabajo no remunerado, entre
otros indicadores; la violencia de género y doméstica; las desigualdades entre paises vinculadas a las diferencias de
recursos naturales, productivos y econdémicos; la pobreza en nifios y adolescentes; la migracion; la xenofobia; el
racismo y la imagen prototipica de la belleza femenina.

Ilustramos esta categoria con actividades disefiadas para abordar otros contenidos matematicos, diferentes a los
anteriores. El primer ejemplo se trata de una secuencia para tercer afio de ensenanza media, propuesta para abordar
estadistica y que emplea como recurso el teatro de titeres.

Mediante la puesta en escena de la obra “Extraterrestres en matematica”, con dramaturgia realizada por los propios
estudiantes de profesorado, se propone que estudiantes de ensefianza media reflexionen sobre el fendomeno
migratorio y las desigualdades e injusticias que puede acarrear, especialmente pensando en la situacion que vive
Uruguay desde hace unos afios, que se ha posicionado como pais de acogida de varios inmigrantes provenientes del
norte de Sudamérica y de América Central. Los estudiantes de profesorado alertan sobre situaciones de exclusion y
marginacion que ellos mismos experimentan en sus clases. La propuesta didactica consistio en la representacion de
la obra de teatro de titeres y, a partir de esta, se planted la tarea que transcribimos a continuacion:
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Figura 2. Propuesta didactica.

Actividades y preguntas

Las actividades sugeridas para trabajar luego de la obra son las siguientes:

1. ;Conoces alglin caso de migraciéon masiva? ;Cuales son sus causas?

2. “La primera ola de inmigrantes europeos hacia el Uruguay tuvo lugar a principios del siglo
XVI, cuando un gran grupo de espafioles llegé al Rio de la Plata. Ellos, sumado al aporte posterior
de italianos (mediados del siglo XIX) conformaron la mayor parte de la poblacidn en Uruguay,
que siguio6 siendo un receptor neto de inmigrantes” (OEA, 2014, parr. 1) alo largo de su historia.
El siguiente grafico de barras representa la proporcion de poblaciéon nacida en el exterior sobre
la poblacidn total del Uruguay entre el afio 1860 y 2010. Fue elaborado consultando los datos
ofrecidos por OIM (2016).

1860 1908 1963 1975 1985 1996 2006 2007 2008 2009 2010
Afios

a. Organiza en una tabla los datos que proporciona el grafico.

b. Redacta una breve nota que explique la informacién que aporta el grafico. Comparte tu escrito
con el de otros compafieros. ; Todos interpretaron de la misma manera la informacién?

3. a. Grafica los siguientes datos en un sistema de ejes cartesianos, graficando afios en el eje
horizontal y porcentajes en el eje vertical. Observa cémo ha variado la procedencia de los
inmigrantes a nuestro pais. La tabla fue elaborada a partir de informacién extraida de OIM (2016)
e INE (2014).

Censos y encuesta de hogares

Region

g‘;ograﬁca 1908 | 1975 | 1985 | 1996 | 2006 | 2008 | 2012 | 2013
nacimiento

América 73,7 68,6 60,3 44,7 37,9 37,6 30,1 60,5
Europa 26,2 28,8 36,9 52,1 59,9 60,4 66,4 35
Africa, Asia | 1 190 133 |33 |21 |2 35 |45
y Oceania

Cuadro: Variacién de la procedencia de los inmigrantes en Uruguay

b. Utilizando la informacién de la tabla, elabora un pictograma que muestre la procedencia de los
inmigrantes en nuestro pais en el afio 2013.

c. Investiga si alguno de tus antepasados debid emigrar de su lugar de nacimiento a otra ciudad o
pais y por qué.

4. Realiza una reflexion, de modo individual, en la que plantees tu opinidn acerca de las distintas
oleadas migratorias que ha vivido nuestro pais y como crees que la educacién podria beneficiar
ala inclusién y a la buena adaptacidn en este tipo de procesos
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En este ejemplo también se pretende cumplir con la meta de lectura del mundo con recursos matematicos (Gutstein,
2006) demandando de parte de los estudiantes que interpreten informacion dada por un grafico, la organicen en
otros registros de representacion como el tabular y disefien instrumentos estadisticos para representar graficos, como
el pictograma.

Pero también tiene una serie de preguntas que apuntan a que el estudiante reflexione, primero desde su situacion
personal y después a nivel mas general, sobre los cambios sociodemograficos que se han dado en Uruguay y el
mundo en general. Estas preguntas invitan a que otras disciplinas entren en la clase de matematica para lograr tener
una comprension mas profunda de una misma situacion: historia, geografia, sociologia.

Otro ejemplo que ilustra esta categoria podria ser una secuencia de ensefianza que aborda relaciones de dependencia
entre el analfabetismo y la afrodescendencia, disefiada para abordar el concepto de funcion en segundo afio de
ensefianza media (Molfino, Perdomo, Ruiz y Villa, 2017). Las estudiantes autoras del trabajo, provenientes de Melo,
detectaron un dato que llamo su atencion: la tasa de analfabetismo en Uruguay, una de las mas bajas del mundo,
aumenta notoriamente en la poblacién afrodesdendiente, segiin datos del censo 2011 que fue especialmente
dedicado a recabar informacion sobre esta poblacion (Cabella, Nathan y Tenenbaum, 2013). Es significativo que
Cerro Largo sea uno de los departamentos de Uruguay con mayor tasa de poblacion afrodescendiente. A partir de
ello, las estudiantes de profesorado disefiaron una secuencia que sitla a la problemdtica como netamente
sociopolitica: el analfabetismo seria un indicador que evidencia la marginacion a la que la poblacion
afrodescendiente se ve expuesta en nuestro pais. La presentamos a continuacion:

Figura 3. Propuesta didactica

Actividades
La educacion es el gran motor del desarrollo personal. Es a través de la educacion
como la hija de un campesino puede convertirse en una médica, el hijo de un minero
puede convertirse en el jefe de la mina, o el hijo de trabajadores agricolas puede
llegar a ser presidente de una gran nacién.

Nelson Mandela
Sabias que...

(1) Etnia

Uruguay tiene una poblacion de 3 251 654 habitantes (aproximadamente) donde el 8,1% son
afrodescendientes.

(a) ¢De cuantas personas afrodescendientes estamos hablando?

Observa el siguiente grafico:

URUGUAY 2011: PORCENTAJE DE POBLACION
AFRODESCENDIENTE POR DEPARTAMENTO
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Fuente: Elaboracion propia a partir de los datos presentados en Cabella, Nathan y Tenenbaum (2013)
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(b) Indica qué se representa en cada uno de los ejes y explicita dos aspectos que te llamen la
atencion de la informacién que brinda.

(c) ¢Cudles son los tres departamentos que registran mayor porcentaje de
afrodescendientes?

(2) Analfabetismo
Uruguay es un pais con muy bajo nivel de analfabetismo. Asimismo, el censo realizado a la
poblacion uruguaya en 2011 deja al descubierto la siguiente informacidn:

URUGUAY 2011: TASA DE ANALFABETISMO DE PERSONAS DE 15 Y
MAS ANOS POR ASCENDENCIA, SEGUN DEPARTAMENTO (%)
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Fuente: Elaboracién propia a partir de los datos presentados en Cabella, Nathan y Tenenbaum (2013)

(a) Escribe al menos dos datos que consideres importantes segin lo que muestra el grafico.

(b) E127,1% de los afrodescendientes que viven en Cerro Largo, tienen 14 afios o menos. ;Cuantos
son los mayores de 15 aflos que no saben leer y escribir?

(3) Debatey Reflexion

A partir de lo observado en la parte anterior, ;qué piensas sobre la frase de Nelson Mandela?

(4) Tarea domiciliaria
(a) Cuéntales a al menos dos personas (puede ser familiar, vecino, amigo, etcétera), sobre este
tema v los datos descubiertos.

Si bien esta secuencia también aborda el tema Porcentajes, no es el tema central, sino que fue disefiada para abordar
el contenido Funcién entre dos conjuntos, en particular la interpretacion y analisis de graficos que representan
funciones, en segundo afio de ensefianza media.

Respecto a los vinculos con otras disciplinas, nuevamente entendemos que invita a los estudiantes a pensar sobre
tematicas propias de las ciencias sociales, y que podrian ser abordadas, a la par, por profesores de esas disciplinas
con preguntas como: ;cudles son las causas que condujeron a la poblacion afro a instalarse en el territorio uruguayo?
(En qué condiciones se dio tal inmigracion y cual era en ese momento su situacion socioeconémica? ;Como es su
situacion actual, por qué se distribuyen geograficamente de la manera en que lo hacen? ;Cuales son las causas que
permiten explicar la alta tasa de analfabetismo en esa poblacion, si se la compara con la tasa de la poblacion total
del pais?
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Disefios que ilustran una vision de la matematica estrechamente ligada a la denuncia de
situaciones de injusticia

La cuarta categoria refiere a la consideracion de que la matematica debe relacionarse con “topicos vistos o
posicionados como explicitamente centrados en advertir sobre las injusticias percibidas, comprender sus origenes
y/o trabajar para cambiarlas” (Felton—Koestler, 2017, p. 60).

En esta categoria situamos trabajos de estudiantes que denuncian explicitamente relaciones de desigualdad entre
diferentes pueblos o diferentes grupos de una misma sociedad.

Uno de estos trabajos propone utilizar la narracion oral de cuentos como recurso didactico para abordar una realidad
compleja con estudiantes de tercer afio de ensefianza media. La historia que se narr6 fue una adaptacion de un
fragmento de la novela Planilandia (Abbott, 2010), escrita por Edwin Abbott en 1884. La propuesta invita a los
estudiantes a reflexionar sobre las desigualdades de nuestra sociedad, a partir de una analogia con una sociedad
ficticia en la que los ciudadanos son figuras geométricas y sus derechos dependen, inevitablemente, de qué figura
son, dando lugar a una sociedad fragmentada en la que es imposible salir del grupo social en el que se naci6. La
propuesta didactica, promueve, a su vez, la construccion de conocimiento relativo a geometria del espacio.
Después de narrar oralmente la historia se propone la siguiente actividad:

Figura 4. Propuesta didactica

Actividad

;Coémo imaginas Planilandia y a sus habitantes? Discutelo con tus compafieros y luego
realicen o respondan lo siguiente:

(1) ¢Qué tipo de figuras geométricas habitan Planilandia?

(2) Representen en una cartulina, usando un solo color, algunos habitantes de Planilandia.
(3) ¢Como clasifican en Planilandia a sus habitantes? Clasifiquen a los habitantes que
dibujaron de acuerdo a ese criterio.

(4) Usando un color diferente al de la parte (2), representen como podrian verse en
Planilandia los sdlidos que se les entregaron (prisma, piramide, cono, cilindro), para
alguien que no vive en Planilandia.

(5) Ingresen a https://www.geogebra.org/m/t5QdSD4F. A partir de experimentar
moviendo la bola verde, ;creen que el cubo podria verse en Planilandia como un hexagono
para alguien que no vive en Planilandia? Discute con tus compafieros si cada sélido de la
parte (4) puede ser visto de una forma distinta a la que representaron.

(6) ;Se puede clasificar a la esfera en alguna de las clases sociales de Planilandia? ;Y a los
demas soélidos?

(7) En nuestra sociedad, ;también hay valoraciones sociales que dependan de cosas
medibles? ;Cuales?

(8) ¢(Creen que existen caracteristicas relevantes de las personas que no puedan ser
expresadas a partir de cosas medibles? ;Cuales?

(9) La presencia de la matematica en los criterios dados en (7), ;implica que estos sean
objetivos? Es decir, ;hace que admitan una tinica forma de clasificaciéon una vez establecido
el criterio?

(10) Considera el siguiente fragmento del cuento: “Los poligonos irregulares tienen una
vida dura, eso es indiscutible, no estan bien integrados a la sociedad. Los intereses de la
mayoria exigen que sea asi. No se puede vivir bien con peligrosos poligonos irregulares,
que al verlos uno de frente no puede saber qué forma esconden y qué peligro representan.”
;Creen que en nuestra sociedad hay individuos que ocupen un lugar similar al que ocupan
los poligonos irregulares en Planilandia? ;Qué opinan de esto?
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(11) Asi como los habitantes de Planilandia no podian percibir la tercera dimension,
;creen que hay cosas que ustedes no pueden percibir?

(12) (A qué se refiere el cuadrado, al final de la historia, cuando dice que espera que
rebeldes se nieguen a vivir en una dimension limitada? ;Creen que en algln sentido
ustedes viven en una dimensién limitada? ;Pueden hacer algo para cambiar esto?

Fuente: Schaffel y Ochoviet, 2016, p. 36

Este ejemplo aborda un contenido matematico diferente a los anteriores para promover una lectura del mundo con
recursos matematicos (Gutstein, 2006): la geometria. Para ello los estudiantes deben desarrollar acciones como
describir figuras, representar de diferentes maneras, clasificar, identificar caracteristicas en figuras dadas y
comparar.

Por otra parte, al igual que algunos ejemplos anteriores esta actividad promueve un vinculo con ciencias sociales,
pues invita a reflexionar sobre las condiciones sociales, historicas y geograficas que causan las diferencias en nuestra
sociedad. Ademas, plantea un cruce con la literatura, tanto a partir de la comprension de un texto literario como de
la creacion de textos propios, lo que puede ser especialmente significativo en tercer afio porque es la primera vez
que los estudiantes tienen esa materia en su plan. Vemos entonces que esta propuesta es un potente ejemplo de las
posibilidades que brinda la perspectiva de la EMpJS para desarrollar la interdisciplinariedad.

Conclusiones

La perspectiva de la EMpJS ha probado ser un enfoque con potencial para promover cambios sustantivos en la
enseflanza de la matematica. Por un lado, las tematicas que permite abordar a través de problemas hacen que el
vinculo con la vida real aparezca de manera natural y genuina, y permite evitar la aparicion de situaciones
matematicas que muchas veces son forzadas y los alumnos perciben que lo son, pero igualmente deben resolverlas
porque su docente se las propone; sabemos que esta es una clausula del contrato didactico que esta fuertemente
instalada. Esta propuesta, entonces, abona a la construccion de una concepcion diferente sobre la matematica: no se
resuelven problemas cuyo vinculo con el mundo real es inventado por el profesor para mostrarle al alumno la
importancia de la matematica y que este aprecie en consecuencia su relevancia, sino que se resuelven problemas
cuya emergencia es inminentemente de naturaleza social.

Por otra parte, los estudiantes de profesores, durante su formacion, ensayan disefios didacticos y los ponen a prueba
en sus clases de practica y pueden vivenciar los resultados de este enfoque y la motivacion e interés que generan en
los estudiantes de ensefianza media.

Asimismo, el enfoque propuesto da lugar a exploraciones de corte interdisciplinar de manera natural. Es decir, para
resolver problemas que emergen del mundo en que vivimos es necesario utilizar herramientas de diferentes
disciplinas para comprenderlos mejor. Asi, el trabajo interdisciplinar aparece como una herramienta necesaria para
abordar una situacion compleja y no como imposicion del profesor o de sugerencias institucionales. Esto es,
desarrollamos un trabajo interdisciplinar porque emerge como condicion necesaria para analizar una problematica
y no como un mandato de desarrollar trabajo interdisciplinar.

En suma, este enfoque enriquece la formacion didactica de los futuros profesores, aporta a una vision diferente de
la matematica y de su ensefianza y posibilita el trabajo conjunto entre distintas disciplinas con el objetivo de resolver
un problema real. Ello promueve que los estudiantes conciban a la matematica como una potente herramienta que
permite analizar criticamente el mundo en que vivimos y, si lo consideran oportuno, intervenir en €l para construir
una mejor sociedad para todos.
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Resumen

Se reporta la reflexion sobre el disefio de un taller, el cual se encuentra dirigido a profesores de matematica de nivel
secundario y superior, cuyo objetivo es analizar el proceso de construccion de una curva —desarrollado por
Descartes— y su posible representacion mediante ecuaciones algebraicas para su clasificacion. Se asume como
hipotesis de partida que el pensamiento variacional estd inmerso en la construccion del conocimiento matematico y
que, para desarrollarlo, se requiere disefiar una variedad de tareas como la que se describe en este taller. El disefio
original del taller permite que los participantes elaboren y utilicen un instrumento mecanico (hiperbolégrafo) para
trabajar la construccion de la curva, y ademas se adapta este artefacto articulado utilizando software de geometria
dindmica, para asi comprender su funcionamiento. Finalmente, se comenta una experiencia previa de
implementacion de este taller y se discuten algunas implicaciones sobre la ensefianza.

Palabras clave: construccion de curvas, ecuaciones algebraicas, hiperboldgrafo, pensamiento variacional

Abstract

This paper reports the reflection on the design of a workshop focused on secondary and higher education
mathematics teachers. It is aimed at analyzing the process of construction of a curve —developed by Descartes— and
its possible representation by means of algebraic equations for its classification. It is assumed as a starting
hypothesis that variational thinking is immersed in the construction of mathematical knowledge, and to develop
such knowledge, the design of a variety of tasks, as the ones described in this workshop, is required. The workshop
original design allows participants to elaborate and use a mechanical instrument (hyper-bolograph) to work on the
construction of a curve. Besides, this articulated artifact is adapted by using dynamic geometry software, in order
to understand its functioning. Finally, a previous implementing experience of this workshop is discussed, as well as
some implications on teaching.

Key words: algebraic equations, construction of curves, hyper-bolograph, variational thinking
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Introduccion

La nocion que se tiene en la actualidad sobre la geometria analitica dista mucho de la que se tenia en el siglo XVII
pues, en aquel entonces, las curvas originaban una ecuacion, mientras que hoy en dia, se puede obtener una curva a
partir del analisis de sus propiedades algebraicas (Cortés y Soto, 2012). En el trabajo de Dyck (1892/1994) se
muestran antecedentes de la utilizacion de artefactos articulados para el trazado de curvas, los cuales datan de la
Grecia Antigua, y su evolucion a lo largo de los siglos venideros. En este sentido, se ha destacado la importancia
de introducir los contextos historicos para desarrollar la experiencia cientifica en el aula (véase Barbin et al., 2018;
Mariotti et al., 1997), especialmente, en lo concerniente al trabajo con la geometria.

A partir de lo antes planteado, se disefia este taller dirigido a profesores de matematica que se desempefien en los
niveles de educacion secundaria y superior (con estudiantes desde los 15 afios de edad en adelante), cuya
importancia radica en que los participantes analicen el proceso de construccion de una curva —desarrollado por
Descartes— y su posible representacion mediante ecuaciones algebraicas.

La estructura de este escrito es la siguiente: después de esta introduccion, se presenta el fundamento teérico sobre
el que se cimenta esta propuesta; luego, se describe la estructura del taller y se explicita el uso del instrumento
mecanico hiperbolografo; finalmente, se comenta una experiencia previa de implementacion de esta propuesta con
profesores de matematicas de Honduras, ademas de reflexionar sobre sus implicancias en la ensefianza.

Fundamento teorico

La Matematica como disciplina cientifica, al ser tan antigua como el Hombre mismo, ha despertado no sdélo el
interés de matematicos sino también de matematicos educativos. Para estos ultimos, el interés se centra en
cuestionamientos como, por ejemplo, ;por qué cae la manzana?, aludiendo a la comprension de como Isaac Newton
planteo las tres leyes que llevan su nombre o la formulacion de la ley de gravitacion universal; o también, ;por qué
Descartes sigui6 llamando Geometria a un quehacer que dista mucho del que los gedmetras griegos, como Apolonio
o Euclides, llevaban a cabo en su tiempo?

Para este taller se adopta como referente la Teoria Socioepistemologica de la Matematica Educativa (TSME;
Cantoral, 2013), ello justificado en que este enfoque tedrico permite un acercamiento a la comprension historico-
epistemoldgica de fendmenos propios de la disciplina, como los cuestionamientos antes planteados. En la TSME se
asume como punto de partida la problematizacion del saber, el cual requiere del anélisis, tanto de obras originales
sobre un conocimiento matematico en particular, como de libros de texto, para asi comparar los usos de dicho
conocimiento (Cantoral, Montiel y Reyes-Gasperini, 2015). Esta teoria, ademas, postula que el discurso Matematico
Escolar (AME) es la nociéon en que radica la esencia de la problematica de la ensefianza-aprendizaje de la
matematica, entendido como el conjunto de discursos estructurados que se producen por convencionalismos sociales
y culturales, los cuales surgen ante la necesidad de comunicar y difundir de manera masiva los saberes matematicos
(Cantoral, Farfan, Lezama y Martinez-Sierra, 2006).

Estudios que han adoptado este enfoque (véase Galo-Alvarenga, 2019; Paz-Corrales, 2019; Pérez-Garcia, 2019,
entre otros), han centrado su atencion en los fendmenos especificos relacionados, por un lado, con la construccion
del conocimiento matematico y, por otro, con su difusion. Es por ello que han confrontado un libro de texto con una
obra matematica original, tomando en cuenta su contexto de produccion.

Este taller se cimenta sobre el estudio de Paz-Corrales (2019), en el cual se analiz6 la obra matematica La Geometria
de Descartes (1637/1954) y se sobrepuso con una expresion del dME en el texto Geometria Analitica de Lehmann
(1942/2005). El primero, que corresponde a uno de los tres tratados que conforman el Discurso del Método, es
considerado como una de las obras culminantes del saber humano, ademas de la iniciadora de la matematica
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moderna (Gonzélez-Urbaneja, 2007); el segundo, por su parte, es un libro muy utilizado en el sistema educativo
mexicano, desde el siglo pasado hasta la actualidad (Serna-Martinez, 2015).

De acuerdo con este estudio, el interés de Descartes en su obra se centra principalmente en responder a la pregunta
(cudl es el lugar geométrico que satisface una condicion especifica? Al dar respuesta a esta interrogante, no solo
permitio a su autor resolver de manera general el problema de Pappus, considerado como piedra angular del método
cartesiano, sino que también expandir la geometria mas alld de los limites tridimensionales a los que estuvo
restringida por mas de 20 siglos. De este modo, expresiones como x*2 o X3 ya no representan areas o volimenes,
sino que simplemente son longitudes de segmentos, por lo que, para el estudio y clasificacion de nuevas curvas
(hasta entonces, desconocidas por los gedmetras griegos), el matemadtico francés utilizd artefactos mecanicos
capaces de trazarlas, en particular, el mesolabio y el hiperbolografo, presentados en la Figura 1. La generacion de
curvas se produce a partir de las trayectorias de estos mecanismos articulados, por medio de continuos movimientos
mecanicos, en un método conocido como generacion organica de curvas (Manzano, 2016).

Figura 1. Mesolabio (izquierda) e hiperbolografo (derecha) de Descartes

are———
Gy

Fuente: Extraido desde Descartes (1637/1954, pp. 46, 53)

Descartes no solo leyo la obra de matematicos como Euclides o Apolonio, sino también de Pappus, con lo que pudo
darse cuenta que sus colegas consideraron tres tipos de problemas tomando como base la construccion utilizada en
su solucion, a saber, planas (construcciones con regla y compas), solidas (secciones conicas y medias
proporcionales). Hasta ahora se han mencionado dos tipos de problemas, pero ;qué tiene de particular el tercero?
Resulta que los problemas que requerian de alglin ingenio mecanico simplemente fueron excluidos de la geometria
de ese entonces. Lo anterior sirviéo de punto de partida para Descartes, quien se propuso crear una geometria que
incluyera todas esas curvas o lugares geométricos generados a través de artefactos mecanicos, es decir, instrumentos
elaborados con barras articuladas mediante pivotes. Ello significo otro de sus grandes hallazgos, pues permitio a la
matematica moderna definir una infinidad de curvas hasta el siglo XVII no conocidas, a las que clasificé, pero no
demostr6 como algebraicas.

El interés principal de Descartes no estaba en las propiedades estaticas de estos artefactos, sino que en aquéllas que
se derivan de sus movimientos y dinamica (Paz-Corrales, 2019). Este escrito se centra en el segundo artefacto
mecanico descrito por este matematico en La Geometria, a saber, el hiperbolografo. Si bien este instrumento fue
ideado originalmente para generar hipérbolas, como lo sugiere su nombre, su papel como compas le permite crear
otro tipo de curvas. La pregunta con la que Descartes utilizo este artefacto tiene una intencion predictiva: ;de qué
género es la curva? Una regla (que gira circularmente) y una pieza triangular (que se desliza verticalmente en una
recta fija), al intersecarse, producen la curva. El funcionamiento de este artefacto se explica en el siguiente apartado,
de acuerdo con el contexto de este taller.
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Descripcion del taller y disefios didacticos
El taller que se reporta en este escrito corresponde a la adaptacion de una experiencia previamente implementada,

la cual se describe en el apartado siguiente y que, por razones de trabajo virtual, se ha reestructurado de la forma en
que se presenta en la Tabla 1.

Tabla 1. Descripcion de las actividades del taller por sesiones

Sesion Actividades Tiempo

Primera - Presentacion del taller, de sus objetivos y dindmica de trabajo. 10 minutos
- Presentacién de un video sobre la construccién del hiperbolégrafo con 10 minutos
material concreto.

- Construccidn de curvas con un applet (software de geometria dindmica 70 minutos
Cinderella) y su andlisis.

Segunda - Se continda la construcciéon y andlisis de curvas. 40 minutos
- Reflexidn sobre la actividad y su aplicabilidad en el aula; preguntas de los 40 minutos
participantes.

- Cierre del taller. 10 minutos

Fuente: Elaboracion propia

En su diseo original, la segunda actividad del taller consistia en la construccion del hiperbolografo por parte de los
participantes, utilizando material concreto y siendo guiados por los autores. No obstante, dadas las condiciones de
formato online del taller, es que se ha reemplazado esa actividad por un video en que los autores construyen y
explican el funcionamiento de dicho artefacto. Ademas, para observar la variacion del problema que se muestra en
la Figura 1 (derecha), es que como tercera actividad del taller se ha realizado la construccion del artefacto con el
software de geometria dinamica Cinderella, en un procedimiento en que se observan cuatro estados, tal como se
representan en la Figura 2.

Figura 1. Estados de construccion del hiperbolografo con el software grafico Cinderella

O

Estado 1 Estado 2
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Estado 3 Estado 4

Fuente: Elaborado por los autores

El funcionamiento del applet del hiperboldgrafo esta determinado de la siguiente forma:

Sea la curva GC (Figura 2, todos los estados) descrita por la interseccion de la regla GL con la figura rectilinea
CNKL, cuyo lado KN es generado indefinidamente en direccion a C, y que, siendo movida en el mismo plano de
manera que su diametro KL siempre coincida con alguna parte de la linea AB (producida en ambas direcciones),
proporciona a la regla GL un movimiento giratorio alrededor de G (la regla esta unida a la figura CNKL en L). En
esta construccion, Descartes utilizo las primeras letras del alfabeto para referirse a las cantidades (constantes)
conocidas, y las tltimas para las desconocidas (variables o cantidades indeterminadas), de modo que
GA=a, KL=b, NL=c¢, AB=x, BC=y,
respectivamente.

Al moverse la pieza CNKL (Figura 2), se observan cuatro estados de sus diferentes puntos durante el movimiento
en el artefacto. Ademas de las relaciones de semejanza, que se encuentran invariantes en la construccion, al describir
expresiones que representan las relaciones entre los segmentos (los triangulos KLN y KBC son semejantes; Figura
2, estados 1 y 4); a simple vista, se observa al punto A que también permanece fijo en los cuatro estados (de manera
similar, sucede en el llamado punto origen en el plano cartesiano que se ensefia en la escuela). Lo anterior permite
notar como el resto de los puntos se mueven y, a medida que se cortan la pieza triangular y la regla GL, van
generando la curva GC (Figura 2, estados 2 y 3). Ahora bien, ya se ha dicho que no so6lo hipérbolas podrian ser
trazadas con este instrumento, tal es el caso, si el instrumento que sirve para trazarlas, en lugar de la linea recta
CNK, se utiliza esta hipérbola obtenida (véase la curva en la Figura 1), o alguna otra linea curva de primer género,
para limitar la pieza CNKL, la interseccion de esta linea borde y de la regla GL describird, en vez de la hipérbola
GC, otra linea curva que serd de segundo género. Por ejemplo,

si CNK es un circulo, donde L sea su centro, se describira la primera concoide de los antiguos. Pero si fuese
una de segundo género la que limita la pieza CNKL, se obtendria una de tercer género, o si fuese una de
tercero, resultaria una de cuarto, y asi al infinito. (Descartes, 1637/1954, p. 54, traduccién de los autores)

Para el desarrollo de este taller, se toma en cuenta la pluralidad de contextos educativos de los participantes, por lo
cual son los expositores quienes introducen los elementos constitutivos, tanto en la construccion del hiperbolografo
como en la utilizacion del applet de Cinderella. De este modo, se espera que los participantes, basados en el
procedimiento antes descrito, desarrollen la construccion de las curvas con el applet.
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La segunda sesion del taller continia con la dindmica de la primera, aunque se deja a los participantes que
desarrollen las construcciones que consideren pertinentes, para luego dar paso a una etapa de reflexion sobre las
implicaciones de desarrollar este tipo de actividades en el aula, segun los contextos educativos de los participantes.

Experiencias de implementacion

A partir de la propuesta de Paz-Corrales (2019) que se menciond en el apartado Fundamento tedrico, es que se
disefié un taller implementado en el Séptimo Congreso de Matematica Educativa (COME VII) del afio 2018,
celebrado en Tegucigalpa (Honduras). Este evento, que retine a profesores de matematicas de todos los niveles
educativos (desde prebasica hasta superior), surgié como un espacio de capacitacion docente en torno a diversas
tematicas de la disciplina. En dicha oportunidad, se intervino con un grupo de 30 profesores de los niveles de
educacion media y superior, quienes trabajan con estudiantes de 15 afos en adelante.

Al comienzo del taller, los profesores recibieron las indicaciones generales y el material a utilizar para el desarrollo
del mismo (véase Figura 3, izquierda). Inicialmente, se presentd un recorrido historico a los participantes sobre la
obra matematica de Descartes, con el fin de reflexionar sobre el quehacer geométrico-analitico mostrado, y servir
de motivacion para la audiencia. Dentro de las intervenciones de los profesores, hubo un comentario que impero6 en
relacion a lo que se ensefia en el sistema educativo: No enseflamos geometria analitica de esta forma. Por ejemplo,
Descartes llegaba a la ecuacion de otra forma, al usar la semejanza de triangulos, y tampoco usaba —de forma
explicita— las coordenadas (x,y) de un punto.

Posteriormente, con el material concreto y organizados en equipos de cinco integrantes, procedieron a construir el
hiperbolografo, guiandose por una imagen mostrada en la presentacion (véase Figura 1, derecha). Las reglas
articuladas y los tornillos fueron emulados por rectangulos de cartoncillo y ataches, respectivamente. Durante este
proceso, se observo a los profesores muy entusiasmados (véase Figura 3, derecha), dado que esta situacion los llevo
a aprender matematica, haciendo matematica. Sobre el pliego de papel que se entregd a cada grupo, comenzaron a
trazar la curva o lugar geométrico generado por este artefacto, lo cual les result6 sencillo, pues éste era un simil a
un compas, con la diferencia que, en lugar de las circunferencias, trazaba hipérbolas. Se pidi6 a los participantes
del taller que observaran las curvas obtenidas con este procedimiento, e inmediatamente se percataron que todas
eran hipérbolas, con pequefias diferencias en su trazo, determinadas por la longitud que decidieron dar al segmento
NL (véase Figura 2, estados 3 o0 4).

A continuacion, se indujo a los participantes al funcionamiento del artefacto, a través de cuestionamientos del tipo
(como funciona?, ;por qué funciona de esta manera? Para responderlas, se parti6 de los datos que Descartes
establecid sobre esta construccion, asignando valores a la longitud de los segmentos conocidos y desconocidos. Fue
casi inmediato que los profesores notaron la relacion de semejanza entre al menos dos de los triangulos en el
hiperbolografo. La mayoria de equipos llegd a la ecuacion de la hipérbola, salvo por dos equipos que requirieron
del apoyo de uno de los instructores del taller. Finalmente, los profesores mencionaron con mucho agrado que
realizarian esta actividad con sus estudiantes porque, ademas de considerar que el material para la elaboracion del
artefacto es accesible, produciria en los jovenes aprendizajes mds significativos sobre el tema de las secciones
conicas.
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Figura 3. Taller implementado en el COME VII

Fuente: Archivo del autor

Consideraciones finales

La Geometria significo un hito en la evolucion del pensamiento matematico. En primer lugar, porque Descartes
liber6 a la geometria (sintética) de la denominada, por algunos historiadores de la matematica, carcel tridimensional
(Gonzalez-Urbaneja, 2007); segundo, por el andlisis (algebra) que afiadio a esta geometria. Sobre este tltimo punto,
si bien se ha asumido que este andlisis tuvo sus origenes en el trabajo realizado por Viete y Fermat, no existe
evidencia que vincule a Descartes con el tipo de sintaxis utilizada por ellos (Rabouin, 2010). El uso de letras para
representar longitudes de segmentos conocidos y desconocidos, fue uno de los grandes aciertos de Descartes que,
ademas de econdémico, simplifico los procesos al momento de resolver un problema y que, por supuesto, no esconde
los artificios matematicos llevados a cabo en su resolucion que tanto critico a los griegos. De este modo, “el algebra
simbdlica, constituye una verdadera ruptura epistemologica en la forma de concebir los objetos matematicos” (Paz-
Corrales, 2019, p. 52).

En ese sentido, a estas alturas seria incorrecto afirmar que el matematico francés us6 la notacion moderna, pues mas
bien, la notacién que imperod y que sigue vigente, es la cartesiana, salvo por el uso del signo igual y de llaves que se
observa en las ecuaciones planteadas en la obra matematica. La escuela hoy dia, para la ensefianza de la geometria
analitica, parte de la ecuacion y luego se construye una tablita de valores de puntos discretos que se grafican en el
plano, hasta que finalmente se bosqueja una curva suave y ligera. Pero, ;qué hay del quehacer geométrico expuesto
por Descartes en La Geometria? Y es que, sin sumergirse tanto en su lectura, no hay en esta obra grafica alguna de
una ecuacion. El tratamiento que se dio a las curvas es atipico desde el punto de vista didctico, puesto que éstas
eran construidas por acciones geométricas, en su mayoria, generadas a través de mecanismos articulados. Una vez
trazadas las curvas, se disponia a introducir un sistema de coordenadas, con el tnico afan de describir su proceso
de construccion y, de esta manera, obtener su expresion analitica. Asi queda suficientemente claro que, en su proceso
constitutivo, las ecuaciones no creaban las curvas, sino que éstas generaban ecuaciones. (Lenoir, 1979). En resumen,
en la obra matematica que Descartes public6 de manera anonima en 1637, no se habla de construcciones estaticas
de las curvas, mucho menos de demostraciones axiomadticas, sino que de todo tipo de movimientos mecéanicos
(trayectorias producidas por movimientos continuos) y su representacion mediante ecuaciones de los lugares
geométricos (otro andlisis en profundidad sobre la representacion de curvas, se encuentra en Bos, 1981).
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Por su parte, en la ensefianza de las secciones conicas en la escuela, y en particular de la hipérbola (véase Figura 4),
se les define como “‘el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto
de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano llamados focos, es siempre igual a una cantidad
constante” (Lehmann, 1942/2005, p. 191). Y esta definicion coincide con la forma en que Paz-Corrales y Cantoral
(2019) definen a la variacion en geometria analitica, con un punto moévil en el sujeto a ciertas propiedades.

Figura 4. Grafica de la hipérbola

l,

Fuente: Extraido desde Lehmann (1942/2005, p. 191)

Su transposicion didactica también influy6 que en los textos escolares solo se ensefiaran hipérbolas horizontales y
verticales, y aunque la definicion resalta las propiedades mencionadas, su abordaje en los libros de texto favorece
mas un escenario algebraico que grafico, que de acuerdo con Lehmann (1942/2005), es el segundo problema
fundamental de la geometria analitica (trabajo que caracterizo el quehacer de Fermat).

A través de la actividad propuesta en este taller, se pretenden al menos dos alcances: por una parte, demostrar lo
valioso que puede resultar la ensefianza de la matematica utilizando procedimientos del pasado, para comprender
sus origenes, y asi desvelar de todo lo que se le ha despojado como paso previo a su llegada a la escuela; por otra,
hacer esta construccion de los artefactos mecanicos, lo que permite entender su funcionamiento por los propiedades
invariantes que éstos conservan (véase, Bartolini Bussi, 2005).

Sobre lo anterior, y tal como se esboz6 al comienzo de este escrito, existen diversos estudios en que se valoran la
inclusion de los contextos historicos en la ensefianza de la matematica, con autores destacados como Maria Bartolini
Bussi y colaboradores (Bartolini Bussi y Mariotti, 1999; Bartolini Bussi y Pergola, 1994, 1996), entre otros. Los
trabajos de esta autora han tenido como centro de atencion la entrada de la historia de la matematica en el aula, a
través de la utilizacion de instrumentos y otros artefactos (Bartolini Bussi, 2000) para contribuir, sobre todo, al
aprendizaje de la geometria. Bartolini (1993) desarrollé un trabajo con estudiantes de 11° grado, en que se
introducen el razonamiento geométrico y la perspectiva histérica para enmarcar el trabajo con las denominadas
maquinas matematicas. Siguiendo esta linea de investigacion, Bartolini Bussi (1998) plantea como tesis que, a
través de la exploracion, con tareas idoneas y bajo la guia del profesor, el establecimiento de vinculos y la utilizacion
de instrumentos de dibujo, “los estudiantes de secundaria y universitarios pueden revivir la elaboracion de teorias
en un caso paradigmatico de la fenomenologia historica de la geometria” (p. 735).
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ANALISIS GEOMETRICO Y ANALITICO DE LA PARABOLA
MEDIANTE EL USO DE MECANISMOS ARTICULADOS PARA EL
TRAZADO DE CURVAS

ANALYTICAL AND GEOMETRIC ANALYSIS OF THE PARABOLA

BY USING ARTICULATED MECHANISMS FOR DRAWING
CURVES

Samuel Moreno Maz6on, Manuel Alfredo Urrea Bernal
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Resumen

Se presenta una propuesta de ensefianza a partir del uso de mecanismos articulados para el trazado de curvas,
fundamentada en algunos elementos del marco tedrico Espacios de Trabajo Matematico. Se promueve el analisis
geométrico y analitico de la pardbola, comenzando con el analisis de las condiciones geométricas necesarias para
el trazado de la curva, y posteriormente, la construccion de una representacion algebraica de la parabola a partir del
analisis del mecanismo articulado, generando relaciones bidireccionales entre representaciones. Se presenta el
disefio de una actividad, asi como el analisis y conclusiones preliminares a partir del trabajo matematico generado
por los estudiantes.

Palabras clave: geometria analitica, mecanismos articulados, parabola

R

Abstract

This paper presents a teaching proposal from the use of articulated mechanisms for drawing curves, based on some
elements of the theoretical framework of Mathematical Work Spaces. The analytical and geometric analysis of the
parabola is promoted, starting with the analysis of the geometric conditions necessary for drawing the curve; and
later, the construction of an algebraic representation of the parabola from the analysis of the articulated mechanism,
generating bidirectional relationships between representations. The design of an activity is presented, as well as the
analysis and preliminary conclusions from the mathematical work generated by the students.

Key words: analytical geometry, articulated mechanisms, parabola
o

.82-



Acta Latinoamericana de

atematica Educativa SECCION 2/ PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
VOL 35, NUMERO 1, ARO 2022

Descripcion de la problematica

En el curso de geometria analitica en el bachillerato, especificamente en el tema de los lugares geométricos, se
observa una tendencia de ensefianza que prioriza los desarrollos algebraicos sobre los geométricos. Al darle
prioridad a los procesos algebraicos durante la ensefianza de los lugares geométricos, se promueve sobre todo la
automatizacion de procedimientos y la memorizacion de ecuaciones algebraicas, dejando de lado las propiedades
geométricas que dan origen al trazado del lugar geométrico (Villarreal, Carmona, y Arango, 2013). Debido al énfasis
que se da a los tratamientos algebraicos, a los estudiantes se les dificulta interpretar geométricamente los resultados
que obtienen por métodos algebraicos.

Otro factor que dificulta la interpretacion geométrica de resultados algebraicos es la poca importancia que se ha
dado a la representacion grafica en los cursos de geometria analitica. De acuerdo con Arellano y Oktag (2009), las
representaciones graficas se usan solo para ejemplificar algunas caracteristicas, pero no se aprovecha la riqueza de
las propiedades y conceptos geométricos involucrados en la construccion del trazo (Gémez y Carulla, 1999).

Al respecto, Duval (1998) pone de relieve la importancia de la articulacion de diferentes representaciones de un
mismo objeto matematico, sefialando que, entre mayor sean las relaciones entre las representaciones, mayor sera la
comprension que se tenga del objeto matematico con el que se trabaje. Debido a que comunmente el trabajo con la
parébola y demas lugares geométricos se centra en la representacion algebraica, a los estudiantes se les dificulta
identificar relaciones con la representacion grafica, asi como trabajar a partir de ésta para obtener la algebraica
(Goémez y Carulla, 1999).

Buscando atender parte de esta problematica, algunos autores han recurrido al uso de mecanismos articulados para
el trazado de curvas (MATC). Un MATC es un sistema mecanico compuesto por barras rigidas unidas mediante
articulaciones moviles que permiten transformar el movimiento, que al tener fija una o varias articulaciones y/o una
o varias barras al plano, trazan un locus, es decir, un lugar geométrico que retoma las caracteristicas geométricas
del MATC (Manzano, 2017). Diferentes trabajos muestran que el uso de MATC es viable para la ensefianza de los
lugares geométricos, ya que permite visualizar de manera directa las condiciones geométricas necesarias para el
trazado de la conica con la que se trabaje (Dennis y Confrey, 1997 Cortés y S6to Rodriguez, 2012; Manzano, 2017).
En este trabajo se retoma el uso de MATC para, primeramente, visualizar la parabola no como una curva estatica,
sino como el movimiento de un punto, en el plano, que cumple con la caracteristica geométrica de estar ubicado a
la misma distancia de un punto fijo y una recta fija; en segundo lugar, identificar las caracteristicas geométricas del
MATC que dan pie a la construccion o trazado de la parabola, aprovechando las ventajas que ofrece el software de
geometria dindmica GeoGebra; finalmente, construir una representacion algebraica de la pardbola a partir de la
representacion grafica que permita establecer relaciones bidireccionales entre ambas representaciones.

Un trabajo con esas caracteristicas podria contribuir a que los estudiantes desarrollen una concepcién mas amplia,
tanto de la parabola como de la nocion de lugar geométrico. Esta estrategia no busca dejar de lado los desarrollos
algebraicos, sino promover un panorama en el cual el trabajo geométrico se relacione y de sentido al trabajo
algebraico, y viceversa. Con esta intencion, a continuacion, se presentan los objetivos para este trabajo:

Objetivo general:

Disefiar una secuencia de actividades didacticas que promuevan el analisis geométrico y analitico de la parabola
mediante el uso de mecanismos articulados para el trazado de curvas

Objetivos especificos:

e Identificar dificultades reportadas en la ensefianza y aprendizaje de la parabola
e Identificar y seleccionar mecanismos articulados que tracen parabolas
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e Ubicar contextos (matematicos o extra-matematicos) utiles para la exploracion geométrica y analitica de la
parabola mediante los MATC
e Valorar el disefio

Elementos Teoricos

Este trabajo se sustenta en algunos elementos del marco tedrico Espacios de Trabajo Matematico (ETM), el cual
busca analizar el trabajo que realiza un sujeto al tratar de resolver problemas matematicos. Se le llama ETM a una
estructura abstracta organizada para permitir y facilitar el trabajo de los individuos que resuelven problemas de un
dominio especifico de la matematica, como la geometria, el algebra, entre otros (Kuzniak y Nechache, 2021). Al
ser matematicas escolares las que se ponen en juego, estos individuos son estudiantes aprendices, y el disefiador
encargado del ETM sera el profesor.

Dos elementos que son caracteristicos en este marco tedrico son un par de planos horizontales, los que Kuzniak y
Richard (2014) denominan: plano epistemologico y plano cognitivo. Cada plano estd compuesto por tres
componentes, los cuales se relacionan entre si para resolver problemas y explicar el trabajo matematico.

El plano epistemologico esta definido por el dominio y el objeto matematico con el que se trabaja, y estd conformado
por los componentes: representamen, artefactos y referencial tedrico. A su vez, el plano cognitivo esta definido por
los procesos cognitivos del sujeto que esté interactuando en la resolucion de problemas. Este plano esta conformado
igualmente por tres componentes: visualizacion, construccion y prueba.

Durante el desarrollo del trabajo matematico los componentes de los planos horizontales se relacionan entre si,
dando lugar a tres génesis: génesis semiotica, en el cual la visualizacion del representamen le proporciona sentido
y lo hace un objeto matematico operatorio; génesis instrumental, en el que los artefactos son utilizados como
instrumentos para la construccion de representaciones; génesis discursiva, en la que el sujeto genera pruebas para
argumentar y convencer a partir del referencial teorico (Kuzniak y Richard, 2014).

Los tres tipos de génesis sefialadas anteriormente no son del todo independientes, sino que se relacionan durante las
diferentes etapas del trabajo matematico para la resolucion de una tarea, estableciendo tres planos verticales:

e FElplano [Sem-Ins], conformado por la interaccion entre la génesis semiotica y la génesis instrumental,
e FElplano [Ins-Dis], conformado por la interaccion entre la génesis instrumental y la génesis discursiva,
e Flplano [Sem-Dis], conformado por la interaccion entre la génesis semidtica y la génesis discursiva.

Dentro del marco del ETM, para que un estudiante desarrolle dominio del contenido u objeto matematico con el
que se trabaja, es necesario que las actividades que se le propongan favorezcan la circulacion entre los distintos
elementos del diagrama (Figura 1) a lo largo de la secuencia, sean los componentes individuales de los planos
horizontales, las génesis y/o los planos verticales (Kuzniak y Nechache 2015).

El disefio que se propone en este trabajo se desarrolla en dos dominios de la matematica: el de la geometria sintética
(GS) y el de la geometria analitica (GA), los cuales se diferencian en el uso del plano cartesiano y de expresiones
algebraicas para representar las relaciones geométricas (Klein, 1908). Esta distincion entre las geometrias es
relevante, ya que los componentes del referencial tedrico, los artefactos para la construccion y el tipo de
representamen utilizados son distintos.
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Figura 1. Diagrama de los planos horizontales y verticales del ETM

Plano Cognitivo

Construccion

|Sem-Dis|

Génesis Ise""lns| vlns-DisJ Génesis
Semiotica : Discursiva

Génesis
Instrumental

/’—J

Referencial Teérico

N

L
o

Fuente: retomado de Kuzniak y Richard, 2014 (p. 11)

Plano Epistemologico

Fases metodologicas
El desarrollo de este trabajo se ha organizado en 5 fases metodologicas, las cuales son:

Fase 1: Analisis preliminar, en el que se revisaron planes y programas de estudio, libros de texto y antecedentes
relacionados al tema de estudio para fundamentar la problematica, la justificacion y retomar ideas para el disefio de
la propuesta.

Fase 2: Seleccion del MATC. Para realizar un analisis completo de la paradbola se seleccionaron dos mecanismos:
el nombrado “herramienta de la escuadra” (Figura 2a) para el andlisis geométrico, y el “Parabolografo de Van
Schooten” (PVS, Figura 2b) para el transito de la GS a la GA y la construccion de la representacion algebraica de
la parabola. Por motivo de la pandemia del Covid-19 las actividades no se pudieron trabajar de manera presencial,
por lo que los MATC se trabajaron virtualmente a través de applets de GeoGebra.

Figura 2a Herramienta de la escuadra, Figura 2b Parabolografo de Van Schooten,
elaboracion propia elaboracion propia
G . Ranicir
Rastro punto L R
°
& S
-
.A .N .F
Rectad | o
(® Iniciar / Detener animacion - (B) miciar  Desener snimacion

Fuente: Elaboracion propia
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Fase 3: Disefio de las actividades. Se disefiaron siete actividades distribuidas en dos secuencias didacticas,
organizadas en inicio, desarrollo y cierre, donde la primera secuencia esta dirigida al analisis geométrico de la
pardbola, y la segunda estd dirigida al transito de la GS a la GA, concluyendo con la construcciéon de la
representacion algebraica de la pardbola y el establecimiento de relaciones entre ambas representaciones.
Paralelamente al disefio de las actividades se realiz6 un analisis a priori, con la finalidad de contrastarlo con un
analisis a posteriori a partir de los resultados de la implementacion.

Fase 4. Implementacion de las actividades. Por motivo de la pandemia del Covid-19, las actividades se realizaron
a través de la plataforma de videoconferencias Zoom, con un grupo de 15 estudiantes del tercer semestre de
bachillerato, durante seis sesiones de dos horas cada una. Se recopilaron como evidencias las hojas de trabajo
resueltas por los estudiantes y las videograbaciones de las sesiones de discusion en equipo y grupal, observando con
mayor atencion a dos de los cuatro equipos.

Fase 5: Valoracion del disefio, a partir de la informacién que se obtuvo del contraste del analisis a priori y el a
posteriori, ademas de la observacion de las videograbaciones. Actualmente se estd trabajando en generar las
conclusiones pertinentes, y en producir la version mejorada de las secuencias propuestas.

Descripcion de la propuesta

A continuacion, se presenta el disefio de la Actividad 2 de la segunda secuencia, en la que se comienza el transito
de la GS a la GA con el parabolografo de Van Schooten (PVS). Junto a la descripcion de cada episodio de la
actividad, se presenta el analisis a priori contrastado con el andlisis a posteriori, con la finalidad de facilitar la
comprension de la actividad y de la estructura utilizada para el disefio y el analisis.

La Actividad 2 de la segunda secuencia tiene como antecedente la Actividad 1, en la que se presenta el PVS y se
relaciona su funcionamiento con el concepto de mediatriz de un segmento. Ahora bien, la Actividad 2 tiene los
objetivos de identificar las condiciones geométricas del PVS que le permiten trazar parabolas, y construir una
representacion algebraica de la parabola a partir del analisis geométrico del PVS.

Episodio 1. Se solicita la construccion del PVS en un applet en GeoGebra siguiendo una serie de instrucciones, con
la finalidad de atender el primer objetivo, es decir, que el estudiante interactiie con los objetos y propiedades que
estan interviniendo en el PVS y en la construccion de la curva. Esta primera accién genera una circulacion en el
plano [Sem-Ins] (Figura 3a), donde GeoGebra se utiliza como artefacto para la construccion del representamen, en
este caso, el PVS y la curva que se traza con €l.

Figura 3a Circulacion accion 1 Figura 3b Circulacion accion 2 Figura 3¢ Construccion del PVS
V) P v P [;,;.].A N AL e )
C \ c
N\ . Reffiiciar gafistruccién )
Som g N\ .
y
(Sem-Dis)
\
b y
R RT S,
A) " [
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Fuente: Elaboracion propia
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Posteriormente, se solicita argumentar si la curva que se traza con el PVS construido es una parabola, acciéon que
genera una circulacion en el plano [Sem-Dis] (Figura 3b), donde la visualizacion no icénica del representamen
moviliza elementos del referencial teodrico, tales como la definicion de parabola y mediatriz, con los que se genera
una prueba intelectual de que la curva corresponde a una parabola, lo que pasa a formar parte del referencial tedrico
del estudiante. Durante la implementacion de este primer episodio se trabajo de manera grupal, por lo que se llego
a la conclusion esperada de manera grupal. Por lo tanto, en este episodio se desarrollaron las circulaciones esperadas.

Episodio 2. Esta tarea comienza sefialando que se busca construir una representacion algebraica de la parabola a
través del mecanismo, por lo cual ahora se presenta un nuevo applet con el PVS en el que se identifican dos
segmentos como x y y (Figura 4a). Se solicitan dos acciones: a) identificar en el PVS los segmentos entre puntos
que, a pesar del movimiento se mantienen constantes o variables. Esto genera una circulacion en el plano [Sem-Ins]
(Figura 4b), donde a partir de la manipulacion del PVS se traza la pardbola y hace variar las longitudes de los
segmentos entre puntos. La visualizacion iconica de los segmentos entre los puntos del PVS (representamen)
permite identificar los segmentos que varian y los que permanecen constantes. El b) solicita identificar equivalencias
entre los segmentos del PVS, lo que genera una circulacion similar a la anterior (Figura 4c).

Figura 4a PVS con y identificados Figura 4b Circulacion a) Figura 4c Circulacion b)
v (p v (p
,-’Iv Rewcar ) - C C
\ 4 ™ [Se,
D Medrias " i
3 Z R (kT
Direcyz D
* 2 2 - A g
O nciar / Detener animackin 6

Fuente: Elaboracion propia

El analisis a posteriori del episodio muestra que los equipos siguieron un procedimiento similar al descrito a priori,
a excepcion del equipo 1, quienes generaron una circulacion primero en el plano [Sem-Dis] (Figura 5a),
visualizando de manera no iconica el representamen, lo que los llevdo a la construccion de un punto L,
correspondiente a la interseccion de la recta h y de una recta gl, que es perpendicular al Eje Focal que pasa por el
punto F, generando una circulaciéon mayormente en el plano [Sem-Ins] (Figura 5b). En la Figura 5c se muestra la
construccion realizada por el equipo.

Figura 5a Circulacion accion 1 Figura 5b Circulacion accion 2 FiguraSc Construccion del PVS
v P V) P RI> L b
NGO ‘ d \ -
{SemDis) | y l/ /
L e /
Ryt ~aie—t
A — . *

Fuente: Elaboracion propia
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Episodio 3. En el tercer episodio se solicitan tres acciones: a) la construccion guiada de un tridngulo PFA en el
applet, b) identificar qué tipo de triangulo es, y c) identificar equivalencias entre los segmentos del PVS y los lados
del triangulo PFA. Para la accion a) se proporciona una serie de instrucciones para la construccion en GeoGebra,
que consiste en trazar una recta perpendicular al Eje Focal que pase por el punto P, identificando como el punto A
la interseccion entre las rectas (Figura 6a). Esta accion genera una circulacion en el plano [Sem-Ins] (Figura 6b),
donde GeoGebra se utiliza como un artefacto para la construccion del representamen, en este caso el tridangulo PFA.

Figura 6a Tridngulo Figura 6b Circulacion accion a) Figura 6c¢ Circulacion accién b)
BN 9 v (p v i
\ ,v“( Renkir O c \ G
/ |:| Meditas *g N
N
/ N
\ [Sem-Dis) \\
N / \\
\ 4
- X R (RT R RT
I . :

Fuente: Elaboracion propia

La accion b) implica la visualizacion no iconica del representamen (triangulo PFA), lo que moviliza del referencial
tedrico las caracteristicas de los triangulos rectangulos y de las rectas perpendiculares, para generar una prueba
intelectual de que, a pesar del movimiento del PVS, el triangulo PFA es un tridngulo rectangulo, generando una
circulacion en el plano [Sem-Dis] (Figura 6c).

La accidon c) requiere de la manipulacion y la visualizacion iconica del PVS para identificar que, a pesar del
movimiento, el lado AP del tridngulo PFA es igual a x, es decir, el segmento VJ, generando una circulacion en el
plano [Sem-Ins] (Figura 7a). Por otra parte, la visualizacion no icénica del PVS permite movilizar elementos del
referencial tedrico, tal como la definicion de pardbola como lugar geométrico, con lo que se hace una prueba
intelectual de que, a pesar del movimiento, el lado PF del tridngulo PFA es igual al segmento PH, en otras palabras,
AF=y+JH, generando una circulacion en el plano [Sem-Dis] (Figura 7b).

Figura 7a Circulacion 1 accion c¢) Figura 7b Circulacion 2 accion c)

(v) P v (P
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Fuente: Elaboracion propia

El analisis a posteriori de la actividad muestra que los equipos desarrollaron circulaciones muy similares a las del
analisis a priori de la actividad descrita anteriormente. Una diferencia significativa fue la del equipo 1 en la accion
3, donde se solicita identificar equivalencias entre los segmentos del PVS y los lados del triangulo PFA. El equipo
hizo una visualizacion iconica del representamen (Figura 6a), respondiendo que los lados son variables, sin
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embargo, el equipo tuvo la oportunidad de refinar su respuesta durante la discusion grupal, generando circulaciones
similares a las esperadas.

Episodio 4. En este episodio se solicita calcular y expresar la longitud del lado AF del tridngulo PFA tomando
como base sus otros lados PA y PF, que ahora estan expresados como PA=x, y PF=y+JH. Este trabajo implica
primeramente una circulaciéon en el plano [Sem-Dis] (Figura 8a), donde la visualizacion no iconica del
representamen (triangulo PFA y las expresiones algebraicas que representan las medidas de sus lados) permite
movilizar el Teorema de Pitagoras del referencial tedrico, lo que se utiliza como artefacto simbolico en la
construccion de un representamen simbdlico, o algebraico, de las relaciones entre los lados del triangulo PFA,
circulando en los planos [Ins-Dis] y [Sem-Ins] (Figura 8b). Siguiendo ese proceso se concluye que AF=V( [(y+JH)
] 72-x~2) (Figura 8c).

Figura 8a Circulacion accion| 1

Figura 8b Circulacion accion 2 Figura 8¢ Desarrollo algebraico
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Fuente: Elaboracion propia

El analisis a posteriori del episodio 4 muestra que el equipo 1 realizo una circulacion similar a la descrita a priori,
pero primeramente movilizaron del referencial teorico las razones trigonométricas, buscando obtener el valor del
lado AF, sin embargo, desistieron de esa estrategia, intentando con el teorema de Pitagoras. El equipo 2 movilizé
el teorema de Pitagoras desde un inicio, pero se les dificultd organizar la informacion de los lados del triangulo PFA
de manera simbolica. Antes de que los equipos terminaran la actividad el tiempo se termind, por lo que se retomo
en una discusion grupal, donde comentaron sus avances hasta el momento, logrando desarrollar los resultados y las
circulaciones descritas en el analisis a priori de la actividad.

Figura 9a Circulacion accion |

Figura 9b Circulacion accion 2

Figura 9¢ Construccion del PVS
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Fuente: Elaboracion propia

Episodio 5. En este episodio se solicitan dos acciones: a) expresar el segmento y como la suma de dos distancias,
en este caso y=\( [(y+c)] ~2-x”2 )+c, (donde ¢ representa la longitud de los segmentos constantes JH, FV, VD),
y b) despejar x*2 de la expresion resultante. La accion a) genera una circulacion en el plano [Sem-Dis] (Figura 9a),
donde la visualizacion no iconica del representamen simbolico (ecuacion a despejar) moviliza elementos del
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referencial teorico, tales como el despeje de una ecuacion y el desarrollo de binomios al cuadrado, lo que se utiliza
como artefacto simbolico para la construccion de un representamen simbolico que representa las relaciones entre
los lados del triangulo PFA, generando una circulacion en los planos [Ins-Dis] y [Sem-Ins] (Figura 9b). Siguiendo
este proceso se concluye que (Figura 9c¢), que corresponde con la ecuacion candnica de la parabola con vértice en
el origen y con apertura hacia arriba.

El andlisis a posteriori de este episodio muestra que a los estudiantes se les dificulto realizar el desarrollo algebraico,
ya que se les dejo un tiempo para desarrollar la ecuacion individualmente y solo tres lo completaron correctamente,
mismos que participaron durante la discusion grupal y despeje de la ecuacion. A pesar de que los desarrollos
algebraicos individuales de los estudiantes no resultaran correctos en su totalidad, en la discusion grupal se
generaron las circulaciones descritas en el analisis a priori.

Conclusiones preliminares
La actividad que se describe en este reporte corresponde a una de las dos actividades de desarrollo de la segunda

secuencia, donde se tiene el objetivo de construir una representacion algebraica de la parabola a partir del analisis
del PVS, la cual se retoma para trabajarla en el plano cartesiano durante la Actividad 3.

Figura 10. Circulaciones generadas durante la resolucion de la actividad 2

Boreta, Seretng

>
>
>

>

!
B
/ )

v P v P \Di P v P v P
g™ c N c C X c
o by
N
1Sem-Dis) [Sem-Dis) 15em-Disj
- - -
R T R RT R RT R "
A A na— A
v P
N <
1Sema DIy
R
R RT

Fuente: Elaboracion propia

En la actividad 2 los estudiantes cumplieron con el propdsito de construir una representacion algebraica de la
paréabola con ayuda del profesor y, como se muestra en la Figura 10, el trabajo con el PVS estuvo en el centro de la
actividad. En las primeras tres circulaciones se observa que la construccion de la parabola con el PVS es el centro
del trabajo, y en los siguientes se observa que la visualizacion de los elementos del PVS es lo que da pie al trabajo
algebraico que desemboca en la construccion de la representacion algebraica de la parabola.

La Actividad 2, y en general las dos secuencias tienen algunos puntos fuertes, tales como:
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involucra al estudiante en el proceso de construccion del mecanismo articulado, promueve un método de analisis
de los lugares geométricos dinamico y diferente al que tipicamente se promueve en libros de texto,

la visualizacion no iconica del mecanismo articulado esta en el centro de los episodios de resolucion,

transita de un entorno geométrico a un algebraico de manera paulatina, relacionandolos entre si, y

permite construir una representacion algebraica de la pardbola a partir del analisis geométrico del mecanismo
articulado.

Actualmente se estd trabajando en las adecuaciones a las secuencias de actividades didacticas para presentar el
disefio final, y asi cumplir con el objetivo general del proyecto.
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Resumen

En este trabajo describimos la constitucion del objeto fractal en un experimento de ensefianza en el cual participaron
60 estudiantes de grado séptimo (11-13 afios), de una institucion educativa de Bogota Colombia. Disefiamos una
secuencia de episodios de ensefianza basada en una propuesta fenomenoldgica del objeto fractal que contempla
cinco objetos metales constitutivos del concepto: Autosimilaridad, recursividad, factor de escala, infinito y
dimension fractal. En los resultados identificamos la importancia de la experimentacion para generar esquemas de
accion en los estudiantes, ademas enfatizamos en la categorizacion de estos esquemas mediante matematizacion.

Palabras clave: fractales, esquemas, matematizacion, experimento.

Abstract

In this work, we describe the constitution of the fractal object in a teaching experiment in which 60 seventh- grade
students (in the 11 to 13 age group) participated, from an educational institution in Bogota, Colombia. We designed
a sequence of teaching episodes based on a phenomenological proposal of the fractal object that includes five key
objects that make up the concept: Self-similarity, recursion, scale factor, infinity, and fractal dimension. Among the
outcomes, we identify the importance of experimentation to generate action schemes in students; and we also
emphasize the categorization of these schemes through mathematization.

Key words: fractals, schemes, mathematization, experiment
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Introduccion

La geometria fractal es una fuente de recursos fenomenoldgicos que pueden ser aprovechados para la ensefianza de
las matematicas en el aula, por su aplicabilidad en diferentes campos y su capacidad de modelar fenomenos de la
naturaleza, la cultura, el arte, entre otros. Esta geometria aporta contextos que permiten a los estudiantes hacer
aproximaciones sensoriales sobre estos fenémenos y tener una base experiencial desde la que se constituyan
esquemas de pensamiento matematico en el aula. En esta investigacion encontramos que dichos contextos permiten,
ademas, una introduccién mucho mas natural a objetos clave de la matematica escolar, como: la letra, la recursion,
la dimension, el crecimiento exponencial, entre otros.

Fenomenologia del objeto fractal

Nuestra propuesta de investigacion se basa en los desarrollos tedricos planteados en la educacion matematica
realista (EMR), la cual nos induce a pensar la ensenanza de las matematicas desde el desarrollo de la fenomenologia
de los objetos matematicos, es decir, comprender como los conceptos matematicos nos ayudan a organizar
fenomenos tanto de la vida real como de la matematica misma. El objeto matematico que desarrollamos es el objeto
fractal, de tal manera que la fenomenologia que describimos, esta basada en como los objetos mentales que permiten
su constitucion se relacionan con los fendmenos para los cuales los fractales son el medio de organizacion, indicando
en palabras de Freudenthal (1983), cuales son los fenomenos para cuya organizacion fue creado y a cuales puede
ser extendido, de qué manera actia sobre esos fenomenos como medio de organizacion y de qué poder nos dota
sobre estos fendomenos.

Al realizar una revision teorica, experimentacion y analisis de algunos fractales clasicos, lineales, naturales y la
experimentacion con vegetales, identificamos cinco recursos fenomenoldgicos que permanecian invariantes en su
composicion. Y, al ponerlos a prueba nos dimos cuenta de que, mas que caracteristicas, tenian un caracter
constitutivo del fractal. Por lo tanto, los consideramos objetos mentales en el sentido que Freudenthal (1983)
propone y los postulamos como organizadores del objeto matematico fractal. Estos objetos mentales son:
autosimilaridad, recursividad, factor de escala, infinito y dimension fractal. A su vez identificamos que los
fendmenos que se comportan de manera cadtica con un comportamiento que se repite una y otra vez, en escalas
diferentes, forman estructuras complejas, pueden ser organizadas por el objeto fractal a través de los objetos
mentales mencionados anteriormente.

En el caso de nuestra investigacion, privilegiamos contextos naturales para iniciar la exploracion de los fenomenos,
puesto que Benoit Mandelbrot propone la geometria fractal como la geometria de la naturaleza, también,
encontramos que el objeto fractal puede ser el medio de organizacion de fendémenos como la musica, el arte, el cine,
la medicina, la tecnologia, la economia y otras actividades presentes en la cotidianidad de la actividad humana.
Todos estos fendmenos en algiin momento se comportan de manera caotica, dificil de describir y analizar,
encontramos en el objeto fractal una manera de comprenderlos y modelarlos.

Para desarrollar la fenomenologia del objeto fractal, es importante que tengamos una nocién de qué es un objeto
fractal y como se relacionan los cinco objetos mentales propuestos para su constitucion. Para esto, partimos del
primer intento que hace Benoit Mandelbrot para definir los fractales. En su libro: los objetos fractales: forma, azar
y dimension, Mandelbrot no da una definicion formal de lo que se podria denominar fractal, sin embargo, en el
glosario de dicho libro, aparece fractal definido desde lo que ¢l denomina sentido intuitivo como:

Fractal. Adj sentido intuitivo. Que tiene una forma, bien sea sumamente irregular, bien sumamente
interrumpida o fragmentada, y sigue siendo asi a cualquier escala que se produzca el examen. Que contiene
elementos distintos cuyas escalas son muy variadas y cubren una gama muy amplia. (Mandelbrot, 1993, p.
168)
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En los primeros renglones de esta definicion identificamos que uno de los objetos mentales al que se hace referencia
es la autosimilaridad, definida como la caracteristica que tienen algunos objetos en donde “el todo esta formado por
varias copias de si mismo solo que reducidas y puestas en diferente posicion” (Sabogal y Arenas, 2011, p.9), es
decir, el todo es igual a sus partes salvo un factor de escala.

Gracias a la experimentacion realizada, identificamos que fenomenologicamente la autosimilaridad y el factor de
escala tienen las mismas raices, ya que su constitucion requiere objetos matematicos comunes como: razon,
semejanza, proporcionalidad, correspondencia, tamafo, forma, magnitudes de la misma naturaleza, constante o
razon de cambio e invarianza.

Observemos que este vinculo que identificamos entre los objetos autosimilaridad y factor de escala, también se
pone en evidencia en la definicion de “escalante” dada por Mandelbrot (1993), “dicese de una figura geométrica o
de un objeto natural cuyas partes tienen la misma forma o estructura que el todo, salvo que estan a diferente escala
y pueden estar ligeramente deformadas”. (p. 167)

Asi mismo, el andlisis fenomenologico de algunos fractales nos mostré que el proceso iterativo es fundamental para
que se generen formas similares que estan a diferente escala. Este proceso iterativo, estéd relacionado con otro objeto
mental importante para la constitucion del objeto matematico fractal, denominado recursividad. Este consiste en un
proceso ciclico, donde se realiza una accion en el punto de salida de un nivel, y esta misma se convierte en el
comienzo del siguiente nivel. (Sabogal & Arenas, 2011) definen iteracién como la repeticion infinitas veces de algo.
Por lo tanto, los fractales se generan a través de la repeticion de un patrén geométrico, establecido como fijo,
indefinidamente.

Al hablar de los objetos matematicos relacionados con la recursividad, encontramos que estos tienen inmerso un
proceso de repeticion infinito, lo que hace que se obtengan formas caoticas e irregulares propias de los fractales.
Este proceso lo relacionamos con el objeto mental infinito, en el que estdn presentes objetos matematicos como
enumeracion, conteo, infinito potencial e infinito actual que permiten su constitucion. Ademas, encontramos que
no en todos los fractales podemos hablar del mismo proceso infinito, ya que dependiendo de la cantidad de escalas
podemos clasificarlos como fractales escalantes y no escalantes (Mandelbrot, 1993) y debido a las formas
irregulares, fragmentadas, ligeramente deformadas, que aparecen luego de aplicar algunas iteraciones, se hace
necesario identificar qué tan irregular es determinado fractal. Para identificar dicha irregularidad debemos
determinar su dimension, es decir, identificar sus propiedades métricas y topoldgicas. Para comprender esto,
debemos replantear las dimensiones geométricas convencionales, pues estas nos permiten ubicar los objetos en
dimensiones enteras y los fractales se ubican en dimensiones no enteras, es decir, fraccionarias.

Una vez establecida la fenomenologia del objeto fractal, nos fue posible establecer una ruta para la constitucion de
este objeto, dicha ruta se describe en la siguiente seccion.

Diseiio del experimento de ensefianza

Nuestro trabajo de investigacion tiene como proposito describir los procesos de matematizacion desarrollados por
un grupo de estudiantes, al abordar situaciones realistas organizadas por el objeto fractal, esta descripcion la
realizamos a la luz de los planteamientos de la EMR y la teoria de esquemas propuesta por David y Tall (2002).
Consideramos que el experimento de ensefianza nos permite llevar a cabo de la mejor manera nuestra propuesta de
investigacion y nos brinda la posibilidad de experimentar de primera mano el aprendizaje y razonamiento
matematico de los estudiantes (Steffe y Thompson, 2000). A su vez, al ser de caracter cualitativa, esta metodologia
de investigacion nos permite describir e interpretar la manera en que los estudiantes construyen matematicas y como
organizan su realidad a partir de ella, es decir, comprender lo que en la educacion matematica realista se denominan
los procesos de matematizacion desarrollados por los estudiantes en el experimento de ensefianza.
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Para desarrollar nuestro experimento de ensefianza llevamos a cabo tres fases de investigacion, en la primera,
realizamos la preparacion del experimento de ensefianza en donde identificamos fendmenos organizados por el
objeto fractal y plantemos el analisis fenomenologico del objeto fractal mediante un estudio cuidadoso de los objetos
mentales que permiten constituirlo. Una vez identificados los posibles fendomenos, realizamos un banco de tareas
que atendieran a la fenomenologia propuesta. De este banco de tareas tomabamos las actividades y las modificamos
de acuerdo con las necesidades que iban surgiendo durante la aplicacion.

En la segunda fase de investigacion, realizamos la experimentacion, en donde contamos con 60 estudiantes de
séptimo grado, los cuales se distribuyeron en dos grupos, cada uno de aproximadamente de 30 estudiantes. Estos
encuentros, debido a la contingencia provocada por la pandemia del Covid-19, se desarrollaron mediante la
modalidad de educacion remota, con encuentros sincronicos en la plataforma Zoom y como medio de comunicacion
alterno la plataforma EDMODO. En total, se emplearon 9 semanas de aplicacion de la investigacion, con tres
encuentros semanales con los estudiantes, entre el 18 de agosto y el 23 de octubre del 2020.

Como instrumentos de recoleccion de la informacion empleamos las grabaciones de audio y video de cada uno de
los encuentros, las cuales tienen una doble importancia en nuestra investigacion, ya que las empleamos para la
realizacion de los andlisis retrospectivos y como recurso que nos permitioé retomar discusiones y aportes de los
estudiantes para abordarlos en las siguientes sesiones, pues “el andlisis cuidadoso de las cintas de video ofrece a los
investigadores la oportunidad de activar los registros de sus experiencias pasadas con los estudiantes y llevarlos a
la conciencia” (Steffe y Thompson, 2000, p. 292).

En la tercera y ultima fase realizamos los analisis continuados y el andlisis final. Para la realizacion de los analisis
continuados, el grupo de investigacion, compuesto por tres docentes investigadoras, nos reunimos dos veces a la
semana para analizar lo ocurrido en los episodios de ensefianza aplicados y replantear o validar las hipotesis
propuestas; para asi, continuar con el disefio de las tareas de los siguientes episodios de ensefianza.

A continuacion, describimos sintéticamente las cuatro situaciones realistas abordadas por los estudiantes, cada una
estaba basada en un fenomeno organizado por el objeto fractal. Sin embargo, los estudiantes desconocian este hecho,
solo hasta el final de la secuencia introdujimos el término fractal como aquel que reune las caracteristicas ya
trabajadas.

e Situacion 1: “explorando la naturaleza”, en la primera parte se les solicitd a los estudiantes realizar la
descripcion de tres imagenes en las que se mostraban un arbol sin hojas, una rama de un helecho y una
cadena montafosa y realizar réplicas de cada imagen, describiendo el proceso de construccion empleado.
En la segunda parte se realiz6 el andlisis de objetos naturales como el brocoli, apio, cilantro, coliflor entre
otros.

e Situacion 2: “subdivisiones”, se realizo una construccion en Geogebra, donde se les daba a los estudiantes
una serie de pasos que debian realizar, con el fin de explorar procesos recursivos. A partir de lo que
observaron se les solicitd completar informacion en relacion con la cantidad de veces que habia realizado
el proceso recursivo y la cantidad de tridngulos en cada subdivision, haciendo uso de representaciones
simbolicas. Posteriormente, se les presenta otra construccion en Geogebra, similar a la anterior, con la
diferencia de que se podia cambiar la forma, tamafio y posicion de los tridngulos.

e Situacion 3: “al ritmo de la musica”, se desarrolld el andlisis de tres pistas musicales, donde se identifican
sonidos, patrones y ritmos de cada una, posteriormente se centra la atencion en una de estas, para realizar
un andlisis detallado de diferentes intervalos o secciones de la pieza musical.

e Situacion 4: “;en qué dimension estamos?” En la primera parte de la situacion se realiza la construccion del
triangulo de Sierpinski en una hoja de papel. En la segunda parte, se caracterizan las dimensiones
euclidianas y a partir de estas se determina entre qué dimensiones se encuentran algunos fractales.

El analisis de las acciones realizadas por los estudiantes durante la experimentacion con cada uno de los fenomenos
lo realizamos considerando (1) los objetos mentales planteados en la fenomenologia del objeto fractal
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(Autosimilaridad, recursividad, factor de escala, infinito y dimension fractal), (2) los niveles de comprension
planteados desde la EMR (situacional, referencial general y formal) y (3) la teoria de esquemas de acuerdo a los
planteamientos de Davis & Tall (2002) quienes definen esquema como una estructura organizada de conocimiento,
en la que el nuevo conocimiento y la nueva experiencia deberian encajar, por tanto, un esquema es una coleccion
ordenada y jerarquica de relaciones, en donde el estudiante logra categorizar sus propias acciones. Estos autores,
proponen dos tipos de esquema:

e Esquema de accion (esquema de orden 0): es una secuencia de acciones realizadas para alcanzar una meta.
Por ejemplo, en el abordaje de la situacion 1, la descripcion de las imagenes se realiza empleando un
lenguaje cotidiano y desde el sentido comun, en el que se pueden distinguir atributos de los objetos mentales
propuestos.

e Esquema de orden n-ésimo (de orden superior): es una categorizacion de esquemas de orden mas bajo. Por
ejemplo, una categorizacion del esquema mencionado anteriormente se da cuando los estudiantes prestan
mayor atencion a la forma de hacer referencia a las partes constitutivas de los objetos mostrados en la
imagen, lo que les permiti6 reconocer la dependencia entre la parte (rama, montaiia) y el todo (arbol, cadena
montafiosa).

Contemplar estas tres categorias nos permitié determinar en qué momento los estudiantes estaban construyendo
esquemas de accion en la constitucion de cada uno de los objetos mentales y como estos esquemas de accion se
ubican dentro de los niveles de comprension. Tomamos la decision de emplear los esquemas de accidon porque en
los analisis preliminares identificamos que las acciones llevadas a cabo por los estudiantes dentro de un mismo
nivel de comprension involucraron diferentes categorizaciones conceptuales.

Proceso de constitucion del objeto fractal

Desarrollaremos esta descripcion de acuerdo con el orden en que fueron surgiendo manifestaciones asociadas al uso
de esquemas de pensamiento relacionados con cada uno de estos objetos mentales. Al tiempo que identificamos
momentos en los que sucede la categorizacion de estos esquemas que logran hacer avanzar a los estudiantes en la
constitucion de dichos objetos, con el fin de dar cuenta del estado de ese proceso de constitucion, puesto que no
pretendemos que hayan quedado del todo constituidos con esta experiencia.

Antes de iniciar la descripcion, aclaramos que durante el desarrollo del experimento de ensefianza buscamos siempre
que la primera experiencia de los estudiantes con los fenomenos fuese desde sus conocimientos previos, no
necesariamente desde las matematicas, desde su sentido comun. Esto contribuyd a que surgieran de manera natural
formas de referirse implicitamente a los objetos mentales propuestos en la fenomenologia del objeto fractal.

A continuacion, describimos el proceso de constitucion de cada uno de los objetos mentales a medida que avanzaba
el proceso de experimentacion con cada uno de los fendmenos, resaltando los objetos mentales emergentes, los
esquemas de accion desarrollados y el nivel de comprension de acuerdo con la matematizacion desarrollada.

Constitucion del objeto mental recursividad.:

En las descripciones realizadas por los estudiantes sobre las imagenes que se muestran en la Figura 1, evidenciamos
que ellos empiezan a hacer referencia a procesos iterativos en la composicion o estructura de los objetos naturales
que se les muestra, haciendo referencia a algo que se repite dentro de la imagen, apareciendo un esquema de orden
0, como lo observamos en la siguiente declaracion de un estudiante:

“si te das cuenta entre las ramas hay mds ramas, osea entre una rama principal como dice Pastrana, en una rama
principal salen otras ramas”
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Figura 1. Imagenes, primera situacion
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Fuente: Ilustracion SEQ Ilustracion\* ARABIC 1

A través de las discusiones dadas en los encuentros, observamos que los estudiantes van regulando las formas de
expresarse. A lo largo de la experimentacion los estudiantes desarrollan un género discursivo a través del didlogo
conjunto de los participantes, al establecer una manera de referirse especifica al contexto trabajado.

Luego de esas descripciones iniciales, los estudiantes detallan el proceso de construccion de las réplicas realizadas,
donde se generan nuevas unidades de referencia, por ejemplo, un estudiante menciona “yo usé cubetas de huevos y
las trabajé en grupos de dos montarias”, en esta accion se da un procesos de unitizacion, como Lamon (1994) citado
en Romero, J Rojas, Py Bonilla, M (2014) menciona, ya que el proceso de unitizacion esta presente en la generacion
de nuevas unidades, como la unidad grupos de dos montafas, que se convierte en la unidad de referencia.

Al avanzar en el trabajo con los estudiantes se realiza un cambio de representacion, lo que permite generar dos
discusiones, la primera sobre determinar los puntos de inicio de las nuevas ramificaciones, y la segunda sobre si la
primera ramificacion es el tallo. Estas discusiones permitieron a los estudiantes relacionar el patron identificado con
la potenciacion y se hizo alusion a algunas de sus propiedades como la propiedad de exponente cero. Esto lo
evidenciamos en la declaracion de un estudiante:

“este (tallo) lo dejamos en 2° como este todavia no seria nuestra primera ramificacion, entonces este seria uno,
unidad”.

Figura 2. Cambio de representacion y uso de potencia

Fuente: Ilustracion SEQ Ilustracion\* ARABIC 2

Los estudiantes relacionan la base con el patrén y el exponente con el nimero de subdivision, en la figura 2
apreciamos las relaciones establecidas para la sexta ramificacion.
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El trabajo realizado con el cambio de representacion, y las discusiones emergentes en las clases, permitié que los
estudiantes categorizaran conceptualmente el objeto mental recursividad en un esquema de orden mayor, ya que no
solamente reconocen la accidn sucesora, sino que logran representarla mediante el objeto mental potenciacion.

Al continuar con la experimentacion de las otras tres situaciones realistas, observamos que el objeto recursividad
se fue afianzando en su constitucion y el objeto mental potenciacion es empleado para describir los procesos
recursivos que aparecen en cada una. En la situacion 2 los estudiantes establecen las potencias de 4 para describir
el proceso de subdivision generado, como se observa en la siguiente declaracion:

“En cuanto al numero de triangulos, empieza en 1 y se van multiplicando por 4. La expresion, yo le expresé, como
potenciacion, 4 ala 0,da 1, 4ala 1, da 4, 4 ala dos, da 16, como se van multiplicando por 4 y cuatro a la tres, de
64"

Figura 3. Organizacion de datos, situacion 4.

3 32=9

Fuente: Ilustracion SEQ Ilustracion\* ARABIC 3

Asi mismo, en la situacion 3 se establecen las potencias de 3 para la determinacion de la cantidad de sonidos en
cada seccion de la pieza musical, y en la situacion 4, potencias de 3 para la cantidad de tridngulos generados por
cada corte realizado en el papel, como lo observamos en la siguiente figura 3.

El emplear el objeto mental potenciacion les permite a los estudiantes avanzar en la categorizacion del objeto mental
recursion a un esquema de orden 1, puesto que han logrado matematizar el patron que identifican. Ademas, podemos
decir que la potenciacion, estd inmersa en la actividad matematica de los estudiantes siendo conscientes de la
funcion que esta cumple en el andlisis de las situaciones propuestas, es decir, se ha establecido como un objeto
mental, lo cual es también un indicador de la formacion de esquemas de primer orden de acuerdo con Davis y Tall
(2002).

Al continuar con la aplicacion de la secuencia, se hizo necesario formalizar los aspectos que los estudiantes
identificaban en relacion con procesos recursivos, patrones y la matematizacion que estaban proponiendo, por lo
cual, se define con ellos el término recursividad a partir de una caracterizacion de las propias acciones de los
estudiantes, llegando asi a que ellos la describan como lo observamos en lo escrito por un estudiante en la figura 4.

Figura 4. Descripcion de recursividad dada por un estudiante.

1. Describe como identificas la recursividad en el proceso de construccion
del Triadngulo de Sierpinski.

Rta: Tiene un punto de origen que es el primer corte 6sea el mas grande
o ancho y asi se le hagan cambios se repite y se repite, pero siempre va
a ser igual aun que cambie el tamaio la figura se va a repetir, porque la
recursividad es una caracteristica que se repite y parte de un punto y
controla a los demas.

Fuente: Elaboracion propia
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Que los estudiantes lograran construir una definiciéon propia de recursividad que no esta alejada de la definicion
formal, nos indica que han logrado avanzar en la categorizacion conceptual de este objeto llegando a un esquema
de orden 2.

Constitucion del objeto mental infinito

En el proceso de constitucion del objeto mental recursividad observamos que este objeto, iba de la mano con el
objeto mental infinito. Ya que una vez, se ahondaron discusiones sobre como expresar cualquier momento o parte
del proceso recursivo, identificamos que principalmente la nocioén de infinito trabajada por los estudiantes fue la de
infinito potencial, ya que ellos reconocieron la recursion como un proceso que no tiene fin, una accion que puede
ser repetida una y otra vez, como apreciamos en la siguiente declaracion: “que asi se podria seguir hasta el infinito
haciendo las mismas cosas”

Una vez los estudiantes reconocen que el proceso recursivo se puede seguir aplicando una y otra vez,
indefinidamente, y basados en las potencias establecidas previamente, logran establecer una expresion para
cualquier iteracion, en el caso de la situacion 2, las expresiones empleadas fueron 4%y 45, para la tercera situacion
las expresiones establecidas para las caracteristicas analizadas de la pieza musical fue 3% suponiendo que esta sigue
sonando indefinidamente. Finalmente, para la situacion 4, establecen la expresion 3*~para designar la cantidad de
nuevos tridangulos en relacion con el corte realizado en el papel.

El desarrollo algebraico empleado por los estudiantes permitié que se siguiera constituyendo el objeto mental
infinito potencial, puesto que este objeto mental estd vinculado con la repeticion de un proceso que nunca finaliza.
Por lo tanto, este objeto mental contribuyo a avanzar en la categorizacion conceptual del objeto mental recursividad
llevando a un esquema de orden 3.

Constitucion del objeto mental autosimilaridad

Durante la experimentacion con la situacion 1, los estudiantes tenian que describir la composicion de las imagenes
que aparecen en la ilustracion 1. Observamos que en estas descripciones aparecen las primeras categorizaciones del
objeto autosimilaridad reconociendo la variacion de tamafio en las nuevas ramas y que estas conservan la misma
forma, como observamos en lo mencionado por el estudiante sobre la figura 2.

“de esta ramita que es igual a la que esta acd pues se nota que salio aca la otra ramita y de esta otra ramita, salio
estas mini ramitas y de estas mini ramitas salio la hoja”.

Pero esta categorizacion no so6lo aparece en la figura 2, sino en las otras dos, ya que usan palabras como ramas y
ramitas, montafias y mini montafias para diferenciar los objetos grandes de los pequefios. Esto nos lleva a decir que
han logrado esquematizar el objeto autosimilaridad en un esquema de orden 0, puesto que logran reconocer estas
caracteristicas en otros objetos. Posteriormente, los estudiantes experimentan con vegetales e identifican que estos
estan constituidos por partes muy similares en su forma, pero de diferente tamafio. Al emerger de manera natural la
palabra “similar” en los estudiantes se decide introducir la palabra Autosimilaridad para referirnos a las cosas que
ellos estan observando en los objetos que analizan. Ademas, en la descripcion de los vegetales reconocen la relacion
entre una parte y el todo, puesto que dicen que si tienen un objeto que es autosimilar cualquier parte de ese objeto
lo sera.
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“pues es otra ramificacion, pero aun asi es autosimilar porque si yo digo que la saque de esta (mostrando la de
mayor tamafio) y digo primero que esta (la de mayor tamafio) es autosimilar, entonces pues esta también sigue la
secuencia de autosimilaridad”

Figura 5. Autosimilaridad en la coliflor

Fuente: Ilustracion SEQ Ilustracion\* ARABIC 4

Este reconocimiento de la variacion de tamafio, conservacion de la forma y la relacion entre la parte y el todo,
también se presentan en la experimentacion con las otras situaciones. Por ejemplo, en la situacion 2 reconocen que
los tridangulos nuevos que se generan en el proceso recursivo que realizan, son iguales en forma y que si el tridangulo
original sufre algun cambio, todos los demas cambiaran de la misma manera, como lo observamos en la siguiente
declaracion de un estudiante: “es autosimilar primero porque utiliza la misma forma todos, se mueven donde el otro
vaya...lah; y que también cuando va a hacer una nueva division aparecen cuatro”.

En esta situacion también se genera la necesidad de comprobar si los tridngulos que se generan son realmente iguales
en forma, por lo que en este proceso de comprobacion surgen los objetos mentales: criterios de semejanza
especificamente al criterio angulo, angulo, angulo, drea y razén. Ya en la situacion 3, al experimentar con la pista
musical, identifican que los tiempos de duracién de los sonidos y los cambios en el tamafio de las formas que
aparecen en la grafica son autosimilares. Para la situacion 4, en el proceso de construccion del fractal, identifican
que los tridngulos que se forman componen la figura original como observamos en la figura 6.

Figura 6: identificacion de autosimilaridad en el tridngulo de Sierpinski
2. Describe como identificas la autosimilaridad en el proceso de
construccion del Triangulo de Sierpinski
Se identifica al momento ya que hace referencia al mismo objeto
donde es un proceso continuo que lo hicimos realizando una escala

Fuente: Elaboracion propia

Que los estudiantes reconozcan estas caracteristicas en las demas situaciones, nos indica que han avanzado en la
categorizacion del objeto mental autosimilaridad, llegando a un esquema de orden 1, puesto que su categorizacion
ya no es solo intuitiva, por decirlo de alguna manera, sino que ahora pueden comprobar si un objeto es autosimilar
a través de la verificacion de sus caracteristicas y la relacion entre las partes y el todo.

Constitucion del objeto mental factor de escala
Para continuar en la categorizacion conceptual del objeto autosimilaridad, debemos hablar de la constitucion del

objeto factor de escala, ya que este objeto ayudo a formalizar la caracteristica de la variacion de tamafio que los
estudiantes habian identificado en los esquemas de orden 0 y 1. Esto lo lograron a través de las matematizaciones
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de las relaciones de tamafio que identificaban, mediante el uso de un niimero racional, donde el numerador era 1,
que representaba la unidad, y el denominador se relacionaba con el patron que identificaban en el proceso recursivo.
Por ejemplo, en la situacion 2 los estudiantes reconocen que “hay un triangulo grande el cual se divide en 4 partes
entonces de ahi sale % luego anaden, refiriéndose a los triangulos de las subdivision dos “Pues porque solamente
estamos cogiendo un triangulito pequerio y son 16, entonces esos 16 ocupan el espacio del primer triangulo, 1/16”.
En la situacion 3 reconocen que la relacion entre los sonidos es de %5 en el primer intervalo, de un 1/9 en el segundo
intervalo y asi con los demas. En cuanto a la situacion 4, reconocen que la relacion que hay entre los triangulos que
se forman estad relacionada con los cortes que se realizan a la hoja mencionando que “fendria que ver con que
tenemos un patron de dos, ;no?, porque cuando cortamos vamos aumentando por dos” de esta manera relacionan
los tamatfios de los tridngulos que se generan en la hoja con el nimero racional %%.

Este proceso de matematizacion que se logré desarrollar con los estudiantes hace que se avance a un esquema de
orden 2 en la constitucion del objeto autosimilaridad, puesto que las categorizaciones que hacen los estudiantes de
este objeto se acompainan de procesos matematicos mas rigurosos y formales.

Constitucion del objeto mental dimension fractal

La constitucion de este objeto mental se desarrolla principalmente en la situacion 4 desde una concepcion intuitiva
a través de la exploracion sensorial en la construccion del triangulo de Sierpinski.

En este abordaje de la dimension consideramos pertinente realizar un trabajo de reconocimiento de las dimensiones
euclidianas a partir de la relacion de atributos medibles de los objetos geométricos que pertenecen a cada una de
ellas. Por ejemplo, para la dimension dos un estudiante menciona que “son figuras que tienen dos atributos
medibles, largo y ancho, o aquellas que tienen drea”. Este reconocimiento, nos indica que se ha generado un
esquema de orden 0.

Con el fin de trabajar la percepcion de la dimension fractal, los estudiantes analizaron las transformaciones que
tienen algunos fractales a partir de identificar la dimension del objeto geométrico inicial sobre el que se aplica el
proceso recursivo, y a partir de la caracterizacion de ese proceso recursivo, es decir, si se agregaron o quitaron partes
al objeto geométrico inicial, lograron indicar entre qué dimensiones se encontraria el fractal, como observamos en
lo que menciona un estudiante sobre el andlisis de la esponja de Menger: “Sufie cambios, le quita, entre la 2 y 3
pues 2 no tanto, pero si entre 2y 3”. La identificacion intuitiva de la dimension fractal a partir del anélisis de las
transformaciones nos indica que los estudiantes han avanzado en la categorizacion conceptual de este objeto a un
esquema de orden 1.

Constitucion del objeto fractal

En la figura 7, observamos una grafica en la que se recoge el proceso de constitucion de los cinco objetos mentales
propuestos, vemos que en el nivel situacional se encuentran los esquemas de orden 0, caracterizados por acciones
relacionadas con la aparicion de géneros discursivos enmarcados dentro del contexto de la clase, donde se empiezan
a crear las primeras nociones de estos objetos a partir de sus propias experiencias. En el nivel referencial,
observamos el avance en un esquema de orden 1 en donde aparecen algunos objetos matematicos que les permiten
organizar los fendomenos, como lo son la potenciacion, criterios de semejanza, nimeros racionales, la razon, las
dimensiones euclidianas entre otros, que contribuyen a la creacion de modelos matematicos de las situaciones,
relacionados con la generalizacion de patrones y el factor de escala.

En el nivel general observamos la aparicion de los esquemas de orden 2 y 3, en donde los estudiantes logran

reconocer que los modelos matematicos que ya han desarrollado les permiten organizar fendmenos que se
comportan de una misma manera. Ademas, observamos que en el proceso de constitucion del objeto fractal, la
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matematizacion involucrada no fue jerarquica, ya que evidenciamos que a medida que se iban abordando las otras
situaciones realistas, la constitucion de los cinco objetos mentales principales no era lineal, algunos fenémenos
favorecieron la constitucion de uno o algunos objetos mas que otros, por tanto, la categorizacion conceptual del
objeto fractal fue fluctuante en la medida que se iban constituyendo los cinco objetos mentales.

Figura 7: Constitucion del objeto fractal

Constitucion del objeto fractal
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Fuente: Elaboracion propia

Consideraciones parciales

Nuestra investigacion atn se encuentra en fase de refinamiento del andlisis de los datos, y revision sobre la
pertinencia del disefio instruccional desarrollado, algunas de las consideraciones parciales que podemos mencionar
son las siguientes:

e Podemos concluir que a pesar de que el objeto fractal es un objeto mental complejo, por el requerimiento
de conceptos matematicos que generalmente no se abordan en el curriculo escolar, el proceso de
constitucion desarrollado por los estudiantes les permitio llegar a una categorizacion conceptual apropiada
para el nivel escolar en el que se encuentran, puesto que logran reconocer el fractal en un sentido intuitivo
como Mandelbrot lo define, es decir, logran reconocer que un objeto cuya estructura se compone de formas
irregulares, que guardan cierto parecido y que sigue conservando sus caracteristicas a cualquier escala es
un fractal.

e Identificamos que este objeto mental puede ser de gran ayuda para la resignificacion y constitucion de
diferentes objetos matematicos escolares, todo depende de la intencion del investigador, ya que el objeto
fractal puede ser trabajado en cualquier nivel escolar.

e Algunos de los objetos matematicos curriculares que se pueden potenciar con la constitucion del fractal
enfatizando en alguno de los objetos mentales propuestos para la misma son:

Si se enfatiza en el objeto mental autosimilaridad, los estudiantes pueden experimentar con
transformaciones en el plano, criterios de semejanza, razon, propiedades de figuras geométricas,
proporcionalidad, infinito actual, plano cartesiano, entre otros.

Si se enfatiza en el objeto recursividad, los estudiantes pueden experimentar con estructuras multiplicativas
como potenciacion y splitting, desarrollo de pensamiento algebraico, regularidades, generalizacion de
patrones, procesos de unitizacion y normacién entre otros.

La aparicion de diferentes objetos matematicos curriculares depende del énfasis que se realice sobre los objetos que

se consideren en la fenomenologia, pues la propuesta fenomenolédgica que realizamos en este trabajo puede ser
ajustada, si se identifican objetos constitutivos del fractal no contemplados en esta investigacion.
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Resumen

Este articulo muestra resultados parciales de una investigacion cuyo propoésito fue caracterizar el aprendizaje de los
estudiantes a través de la modelacion matematica desde las representaciones semioticas de la funcion, teniendo en
cuenta la comprension y aplicacion del concepto en diferentes situaciones. De esta manera, se propusieron una serie
de actividades que favorecieran el proceso cognitivo en el transito de un registro de representacion a otro. Las
actividades se desarrollaron con un grupo de estudiantes de la Universidad Pedagogica y Tecnologica de Colombia,
y en esta ocasion los resultados corresponden a uno de los aspectos analizados, que vincula la modelacion
matematica y las representaciones semidticas. La investigacion tuvo un enfoque cualitativo, y la informacion se
recopilod a través de observacion y apuntes de los estudiantes. Se reconocié que las actividades permitieron
identificar relaciones de dependencia entre variables y entre los registros de representacion de la funcion, vinculando
el concepto con fenémenos de variacion.

Palabras clave: aprendizaje, funcion, representaciones semioticas, modelacion matematica

_ ol

Abstract

This article shows the preliminary outcomes of a research that was aimed at characterizing students’ learning
through mathematical modeling from the function’s semiotic representations, taking into account the concept
understanding and application in different situations. So, a series of activities that favored the cognitive processes
in the change from one representation registry to another were proposed. The activities were carried out with a
group of students from the Technological and Pedagogical University of Colombia. In this case, the results
correspond to one of the aspects analyzed, which links the mathematical modeling and the semiotic representations.
This was a qualitative-focused research, and the information analyzed was collected through observation and from
the student’s notes. It was recognized that the activities allowed students to identify relationships of dependency
between variables and between the function representation registers, linking the concept to the variation phenomena.

Keywords: learning, function, semiotic representations, mathematical modeling
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Introduccion

Durante mucho tiempo se ha generado cierta apatia frente a las matematicas, que en ocasiones puede llegar a
repercutir en el aprendizaje de las mismas; esta actitud tal vez puede atribuirse a un posicionamiento inicial que
opaco las capacidades de cada estudiante en el area, provocado en muchos casos, “por la inadecuada introduccion
por parte de sus maestros” (Guzman, 1992, p.14), o quiza porque los métodos ensefianza de la matematica se han
inspirado en las ideas de las matematicas formales; de esta manera, las estrategias didacticas se basan en la memoria
y el manejo de algoritmos, lo cual no le permite al estudiante percibir los vinculos que tiene cada procedimiento
con las aplicaciones que puede encontrar a su alrededor, ya que se ésta privando de experimentar sus aprendizajes
en escenarios diferentes a los que se proporcionan en clase (Cantoral, 2001; Aravena, Caamaio & Giménez, 2008).

Es posible que esta dinamica de clase desvanezca el interés del estudiante propiciando un aprendizaje superficial
basado en la memorizacion y reproduccion (Salinas & Alanis, 2009), repercutiendo en el desarrollo de actividades
relacionadas con las aplicaciones de la matematica; es decir, generando dificultades en la traduccion de problemas
verbales al lenguaje matematico (Cantoral, 1993; Lopez y Sosa, 2008; Trigueros, 2009), ademas se debe tener en
cuenta que “las dificultades en la ensefianza y en el aprendizaje de las matematicas persisten, con porcentajes altos
de reprobacion de los alumnos y bajos rendimientos en la aplicacion de la matematica en contexto” (Ministerio de
Educaciéon Nacional- MEN, 2017, citado en Jiménez, 2019, p.122). Asi, a través de esta investigacion se propone
que el trabajo con las matematicas sea mas aplicado que algoritmico, buscando caracterizar el aprendizaje de los
estudiantes a través de la modelacion matematica desde las representaciones semioticas de la funcion.

Abhora, la matematica posee diversidad de aplicaciones, asi como ramas y conceptos, por lo que el interés por
concentrarse especificamente en determinado concepto puede deberse a diferentes razones. Desde el punto de vista
de Font (2011), no todos tienen la misma importancia para lograr comprender la disciplina que de ellos se encarga,
pero la funcion es un concepto que toma protagonismo en la matemdtica por “su naturaleza unificante y
modelizadora” (p. 146), ademas considera que comprender el concepto de funcion es muy importante, debido a los
diferentes ambitos en los que se puede encontrar, por ejemplo, los medios de comunicacion ofrecen tablas y graficos
que dejan ver el cambio de una variable a consecuencia del cambio de otra, lo que se evidencia también en ciertas
situaciones de la naturaleza. Es asi, como su importancia también se atribuye a las diversas aplicaciones practicas
que tiene (Azcarate & Deulofeu, 1996).

Esta diversidad de situaciones en las que el concepto puede ser util se han reconocido desde la antigiiedad, al
respecto, algunos autores muestran que el concepto ha tenido un proceso evolutivo influenciado por las necesidades
y avances de la humanidad, por lo que con el paso del tiempo se vio representado de varias maneras (véase, por
ejemplo, Font, 2011; Hitt, 2002; Riscanevo, Cristancho & Fonseca, 2011); es decir, incluso antes de que se
formalizara el concepto, ya se usaban diferentes representaciones de la funcion.

Elementos tedricos

De acuerdo con el interés principal de la investigacion, el cual relaciona las representaciones semioticas de la
funcion y las aplicaciones de la matematica, enfocadas en la modelacion, se describen algunos aspectos sobre dichos
temas.

Inicialmente, a nivel historico las primeras representaciones de la funcion que coexistieron fueron las tablas y el
lenguaje verbal, y esto sucedio a través de los babilonios; por su parte los griegos usaron también el lenguaje verbal,
pero a este se sumaron las figuras geométricas como recurso para representar la funcion. Durante la edad media se
dieron los primeros acercamientos a la representacion grafica, tomando como punto de partida los trabajos
realizados por Nicolas Oresme, que se complementaron con los de Galileo Galilei, quien busco establecer relaciones
entre magnitudes, lo cual fue trascendental para desarrollar la nocion de funcion (Sastre, Rey & Boubée, 2008). En
cuanto a la representacion algebraica, esta surgid gracias a la aparicion del dlgebra simbolica durante la edad
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moderna, y a partir de esta época, grandes pensadores como Descartes, Fermat, Newton, Leibnitz, Bernoulli, Euler,
Lagrange, Dirichlet, entre otros, hicieron aportes importantes en la formalizacion del concepto de funcion (Azcérate
& Deulofeu, 1996; Font, 2011; Ugalde, 2014).

Asi, se pone en evidencia que el concepto de funcion se ha entendido de diversas maneras, en las cuales se recurre
a propiedades y representaciones distintas (Font, 2011), por lo que es posible que en ocasiones se considere que una
representacion es mas adecuada que las otras (Ugalde, 2014), ya que cada una esta disefiada para destacar ciertas
caracteristicas de la funcion.

Por ejemplo, verbalmente se puede describir determinada situacion que relaciona diferentes datos; una tabla de
valores proporciona una vision cuantitativa de la situacion, pero no permite extraer caracteristicas globales de la
funcion; simbolicamente se pueden usar variables para denotar las diferentes cantidades que intervienen en la
situacion planteada; y graficamente se pueden poner de relieve las caracteristicas de dependencia entre las variables;
sin embargo, la expresion grafica y la simbolica o algebraica, se consideran las mas complejas de interpretar, ya
que proporcionan una vision general y completa de la funcion, ademas que brindan informaciéon mas amplia que
permite caracterizar modelos (Azcérate y Deulofeu, 1996). La funcion en si misma también puede interpretarse de
diversas formas, para Azcérate y Deulofeu (1996) las diferentes maneras de verla pueden clasificarse seglin el
aspecto que se considere mas relevante, por ejemplo, puede ser por la correspondencia entre valores de variables, o
entre elementos de dos conjuntos, o la dependencia entre variables.

A pesar de que ninguna interpretacion se considera erronea, puede que las interpretaciones mas intuitivas carezcan
de rigor, o que las mas rigurosas se alejen de las situaciones concretas, por lo que podria resultar més practico que
el estudiante pueda determinar un concepto que sea lo suficientemente util y operativo, el cual surge de acuerdo a
la manera en la que interpreta o generaliza una serie de situaciones en las que se tiene una relacién entre magnitudes
(Font, 2011), Sobre esto, las situaciones deben tener un aspecto en comun: la existencia de magnitudes variables y
dependientes entre si, aspecto que a su vez se puede expresar mediante diferentes representaciones (Azcarate &
Deulofeu, 1996); de esta manera se propone que dichas situaciones que le permitan al estudiante acercarse al
concepto de funcion de una manera mas practica, y a su vez transitar entre sus diferentes representaciones, se
aborden a través de la modelacion matematica.

En cuanto a la modelacion matematica, Villa y Ruiz (2009) se refieren al proceso a través del cual se obtiene y
evalua un modelo matematico que representa determinado fendémeno, como “ciclo de modelacion”, y Janvier (1996,
citado en Posada & Villa, 2006, p.1) especifica que dicho proceso comprende dos etapas: la formulacion del modelo
y la validacion del mismo. Para formularlo se identifican las relaciones entre las variables que intervienen en la
situacion, y al obtenerlo éste debe validarse con los datos iniciales.

De esta manera, el interés en trabajar con actividades que pongan de relieve la relacion entre magnitudes, se basa
en que si la funcioén se ve solo como una regla de correspondencia deja de verse como un modelo matematico
(Posada & Villa, 2006). Ademas “las funciones surgen siempre que una cantidad depende de otra” (Stewart, 2012,
p. 10), y precisamente las relaciones existentes entre las variables que intervienen en determinada situacion, se
identifican en la primera etapa del ciclo de modelacion, para lo cual los estudiantes pueden apoyarse en diversas
representaciones.

Es asi como toma importancia el papel de las representaciones semioticas en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, ya que permiten el acceso a los objetos matematicos y pueden contribuir a lograr un aprendizaje con
mayor significado para los estudiantes. Esto se fundamenta en que la actividad matematica se realiza necesariamente
en un contexto de representacion (Duval & Saenz, 2016).

Asi mismo, en el campo del aprendizaje de las matematicas se involucra el analisis de las actividades cognitivas, y

las representaciones semiodticas son un sistema particular de signos que son necesarios para la conceptualizacion de
los procesos cognitivos. Estas actividades cognitivas requieren el uso de los sistemas de representacion diferentes
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al registro lenguaje natural, ya sean los esquemas, las figuras geométricas, los graficos cartesianos o las tablas,
considerando que estos sistemas de representacion son diferentes entre si y cada uno plantea preguntas especificas
sobre el aprendizaje (Duval, 1999).

En el desarrollo de la actividad cognitiva del estudiante, se emplean distintos registros de representacion aparte del
lenguaje natural y los simbolos; las transformaciones del registro semiotico de representacion que se realizan son
el tratamiento y la conversion. Asi pues, se hace referencia al tratamiento como “la transformaciéon de una
representacion —inicial- en otra representacion terminal, respecto a una cuestion, un problema o una necesidad”
(Duval, 1999, p.42); es decir, al hablar de tratamiento, la transformacién produce otra representacion dentro del
mismo registro. Por otro lado, la conversion es “la transformacion de la representacion de un objeto, de una situacion
o de una informacion dada de un registro, es una representacion del mismo objeto o de la misma informacion en
otro registro” (Duval, 1999, p.44); en otras palabras, la conversion es el cambio de registro sin cambiar el objeto.

En relacion con lo anterior, los registros se pueden movilizar en los procesos matematicos empleando el tratamiento
y la conversion para tal fin. Respecto al proceso de conversion, puede ocurrir que en ocasiones no se evidencie de
manera inmediata, ni con facilidad, esto corresponde a las caracteristicas que deben permanecer al realizar el cambio
de registro, explicarse desde la congruencia o incongruencia entre los registros; asi que Duval & Séenz (2016)
describen las condiciones que cumple la congruencia, afirmando que:

...en algunos casos, es como si hubiera una correspondencia uno a uno y la representacion fuente fuera
transparente para la representacion de llegada. En estos casos, la conversion no parece ser mas que una
simple codificacion, pero en otros casos no sucede asi. En otras palabras, puede o no haber congruencia
entre una representacion fuente y su representacion convertida dentro de un registro de llegada (p.84).

Asi pues, la congruencia de los registros de representacion segun Duval (2004, citado en Ospina, 2012) se presenta
cuando
...al segmentar cada una de las representaciones en sus unidades significantes para ponerlas en
correspondencia, se cumplen tres criterios: correspondencia semantica entre las unidades significantes
propias de cada registro, univocidad semantica terminal y conservacion del orden de organizacion de las
unidades significantes en las representaciones (p.24).

De este modo, los registros de representacion son entendidos como signos o simbolos con los cuales se puede
describir un objeto matematico; de hecho, Duval (2013) hace referencia a que los objetos matemadticos “no son
accesibles perceptiva o instrumentalmente. Lo son, a través de los sistemas semioticos de representacion” (p.7). Del
mismo modo, se hace referencia a la definicion de las representaciones descritas como un conjunto y caracteres
propios de un registro especifico, partiendo de un estado inicial que se transforma en una nueva representacion, la
cual se debe encontrar en el mismo registro (Duval, 1999).

A continuacion, se presenta la descripcion de las tres clases de registro que se tuvieron en cuenta para la experiencia.
Segun Duval (1995, citado en Guzman, 1998) las representaciones semidticas

...son aquellas en las cuales la produccion y la movilizacion de un registro de representacion se puede
originar mediante elaboraciones discursivas incluidas el lenguaje natural y el lenguaje formal o no
discursivas que estan relacionadas con las figuras, graficos y esquemas (p.7).

Registro semidtico del lenguaje natural r*

En este registro se utilizan los signos del lenguaje, la sintaxis y la gramatica propia del espafiol, Duval (1999) afirma
que “la expansion natural se caracteriza por el empleo de la lengua. Moviliza simultdneamente la red semantica de
una lengua natural y los conocimientos pragmaticos propios al medio social cultural de los locutores” (p.113). De
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esta manera permite dar explicaciones y definiciones sobre la lectura de algun problema matematico y cada
representacion se enunciara como R,%, siendo m cada una de las que sea posible.

Registro semiético del lenguaje grdfico o geométrico r?

En este registro se utiliza el plano cartesiano, las figuras geométricas para representar y lograr una visualizacion de
lo enunciado en el lenguaje natural y expresado en lenguaje algebraico. Duval (1999) lo describe como la expansion
que “se basa en el principio de recuperacion plurivoca de lo que aparece como una misma unidad lexical, sea bajo
el modo fonético-acustico o grafico-visual” (p.111). Se utilizan los elementos de la geometria como cuadrados,
rectangulos y poligonos en general, asi como caracteristicas y propiedades de estos, cada una de estas
representaciones se designard con R,2, con m para cada representacion del registro.

Registro semidtico del lenguaje algebraico 13

Este registro utiliza los signos y las reglas propias de la matematica, concretamente del algebra (reduccion de
términos semejantes, productos notables). Duval (1999) considera que la “expansion formal se caracteriza por la
aplicacion de reglas de sustitucion que se basan exclusivamente en simbolos que representan variables o
proposiciones independientemente de su significacion” (p.112). Lo anterior, se puede evidenciar cuando los
estudiantes escriben las expresiones algebraicas que representan cada problema enunciado, al lograr estas
representaciones se simbolizaran como R,3, para cada m que sea posible.

Aspectos metodologicos

La investigacion se establece desde un enfoque cualitativo, el cual busca comprender los fenomenos basandose en
la perspectiva y experiencia de los participantes; es decir, se concentra en examinar los puntos de vista,
interpretaciones y significados que los involucrados le otorgan al fenomeno (Hernandez, Fernandez y Baptista,
2014), asi que acorde a esto, la informacion que permitiera caracterizar el aprendizaje de los estudiantes, se recopild
a través de grabaciones de audio, la observacion y los pliegos en los que los estudiantes tomaron sus apuntes.

El grupo de trabajo estaba conformado por 30 estudiantes de la Universidad Pedagégica y Tecnoldgica de Colombia,
quienes se organizaron en grupos de 4 y 5 estudiantes, de los cuales se seleccionaron dos grupos para recopilar la
informacion correspondiente. Se desarrollaron tres actividades, teniendo en cuenta los tres tipos de referencias de
los que se puede valer el docente para abordar una actividad en clase, como son: las puramente matematicas; las
que se relacionan con una situacion semi real, la cual plantea una realidad construida, vista como una situacion que
tiene aportes de la realidad, pero también contempla aspectos que seria poco probable que se dieran en ésta; y las
que son situaciones de la vida real (Skovmose, 2000).

En cada una de las actividades se analizaron los mismos aspectos de acuerdo a los objetivos especificos de la
investigacion; en este caso se expone el analisis relacionado con el reconocimiento del papel de la modelacion
matematica en el transito entre representaciones semioticas de la funcion, en el desarrollo de una de las actividades,
la que se relacionaba con la primera referencia de acuerdo a Skovmose (2000); razén por la cual solo se tuvieron en
cuenta los elementos tedricos correspondientes.

Resultados

La actividad que se presenta a continuacion fue la primera que se propuso, la cual surgié luego de realizar algunos
ajustes a ejercicios propuestos en libros de Célculo como de Leithold (1998) y el de Stewart (2012), la actividad
fue la siguiente:
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Representar un  rectangulo con perimetro de 24 centimetros 'y calcular su drea.
Responder las siguientes preguntas:

V' ;Cudntos rectangulos con perimetro de 24 centimetros pueden construirse?

v (Existe relacion entre las dimensiones de los rectangulos y su respectiva area? ;De qué manera(s) se
podria representar dicha relacion?

v ¢Cual es el rectangulo de mayor area que se puede representar?
/Serd posible determinar una manera que permita hallar el area de cualquiera de los rectangulos
conociendo la medida de uno de sus lados? ;Si, no, por qué?

Como se menciond, la actividad no fue tomada de ningtin libro especificamente, sino que las docentes la disefiaron
con el fin de lograr el objetivo sefialado anteriormente, referente al transito entre representaciones semioticas.

En relacion con el primer cuestionamiento, se evidencia que el grupo 1 da a conocer diferentes representaciones
empleando el plano cartesiano, hace relacion al lenguaje natural desde el punto de vista a considerar infinitas
soluciones pues se trabaja con los nimeros reales, por otro lado, el grupo 2, solo muestra una representacion grafica,
sin evidenciar, ni hacer alusion a diferentes representaciones ni registro semioticos en su construccion.

En las representaciones de estos dos grupos se resalta la congruencia entre el registro de salida (Ienguaje natural 1)
y el registro de llegada (registro grafico r2), ademas en el grupo 1, se ven los procesos cognitivos de tratamiento al
realizar diversos rectangulos que cumplen la condicion ademas de especificar con palabras lo que estan realizando
y conversion respecto al transito de los registros semioticos (Figura 1).

Figura 1 y 2. conversion respecto al transito de los registros semidticos
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Fuente: Elaboracion propia

Ahora bien, al realizar la segunda pregunta en la que los estudiantes deben establecer una relacion (si existe) entre
las dimensiones del rectangulo y su area, se encontrd que ellos realizan los procesos cognitivos de formacion,
tratamiento y conversion. El primero al considerar la representacion mental (interna), el segundo al realizar los
registro grafico 2 (Figura 3) y algebraico 73 (Figura 4) respectivamente y describir cada situacion respectivamente
y el tercero al realizar los calculos internos dentro de cada representacion con el objetivo de dar una generalidad
respecto registro de partida, en las representaciones y los registros semiodticos se evidencia congruencia pues se
mantienen las unidades significantes y la univocidad semantica es acorde con los registros ya mencionados.
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Figura 3. Registro grafico r?
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Figura 4. Registro algebraico 73
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Fuente: Elaboracion propia

Respecto a la tercera pregunta, uno de los grupos uso la representacion de un cuadrado para indicar las dimensiones
del rectangulo de 24cm de perimetro de mayor area, sin embargo, éste puede vincularse con el registro semiotico
grafico 72, ya que inicialmente los estudiantes se apoyaron en el plano cartesiano para revisar diferentes
posibilidades para los valores que podrian tener las dimensiones del rectangulo (Figura 5). El otro grupo de
estudiantes por su parte eligio el lenguaje natural r* para mencionar el mismo hecho, pero sustentaron la respuesta
con la grafica que se habia usado para dar respuesta a la segunda pregunta, ya que de manera especifica indican que
¢ésta fue su guia para encontrar las dimensiones del rectangulo de 24cm con mayor area (Figura 6). En este caso no
se evidencia un proceso de tratamiento en ninguno de los grupos para dar la respuesta definitiva.

Figura 5. Representacion grafica; rectanguio de mayor area, grupo |
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Figura 6. Luengiaje natural, grupo 2
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Fuente: Elaboracion propia

En cuanto a la cuarta pregunta, para llegar a la expresion algebraica que permita hallar el area de cualquier
rectangulo con 24cm de perimetro, en uno de los grupos se evidencia el tratamiento que se realiza al interior del
registro algebraico 73, sin embargo, en la expresion definitiva que se muestra se requiere tanto del valor de la base
como la altura para reemplazar en ésta (Figura 8), contrario a la del otro grupo, en la cual solo se requiere una
dimension para determinar al area del rectangulo (Figura 7); no obstante, al observar la expresion obtenida por el
grupo 2 (Figura 8), se puede llegar a expresar como una funcion de una sola variable, sea la base o la altura, lo cual
permite obtener una expresion similar a la del grupo 1, sabiendo que el valor de “P” equivale a 24cm.

Figura 7. Respuesta del grupo 2
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Figura 8. Respuesta del grupo 1
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Fuente: Elaboracion propia

Respecto al ciclo de modelacion, la primera etapa se da al identificar la relacion que existe entre las dimensiones de
los rectangulos, mencionando que entre mas pequefia sea la diferencia entre éstas, mayor sera el area de cada
rectangulo; asi mismo, luego de usar por ejemplo, la representacion tabular, se llegd a la representacion algebraica
del modelo matematico que puede usarse para hallar el area de cualquiera de los rectdngulos de 24cm de perimetro,
conociendo solo una de sus dimensiones (Figura 7 y 8), incluso se delimitan los valores que puede tomar la variable
independiente, que en este caso correspondera al valor de la dimension conocida (Figura 7).
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Enrelacion con la segunda etapa del ciclo de modelacion, solo el grupo 1 retomo los datos de la tabla que representa
la relacion entre las dimensiones de los rectangulos y su respectiva area, reemplazando algunos valores para la altura
y obteniendo el valor correcto para el area a través de la expresion algebraica que habian propuesto.

Consideraciones finales

Es importante resaltar que el proceso de investigacion genera un ambiente abierto de conocimiento para las partes
involucradas (docentes-estudiantes), ademas, es una fuente enriquecedora de saberes, pues en la practica docente
es necesario entrelazar la investigacion como una linea de formacion propia que facilite instrumentos y genere
nuevas concepciones, asi mismo que se oriente en fundamentos tedricos y metodoldgicos que sean necesarios para
su desarrollo (Gutiérrez, Almaraz & Bocanegra, 2019).

Respecto al desarrollo de la actividad, se observa que al abordar cada pregunta planteada se dio la conversion entre
registros semioticos de representacion, asi como el tratamiento al interior de algunos de ellos, pero todo el tiempo
se evidencio la relacion entre los registros; es decir, los estudiantes reconocieron que todos hacian referencia a la
misma situacion, proceso que resulta fundamental para comprender un objeto matematico, en consecuencia para
ensefarlo y aprenderlo, ya que si no se relacionan todas sus representaciones se puede llegar a considerar que cada
una se refiere a un objeto matematico distinto (Duval, 2006).

Asi mismo, como se menciono anteriormente, durante el desarrollo de la actividad se dio el ciclo de modelacion
matematica, y este a su vez favorecio el transito entre representaciones semioticas, lo cual se considera de gran
utilidad, ya que darle prioridad a una representacion sin transitar a las otras no es favorable para el aprendizaje de
un concepto, debido a que no es suficiente contar con varias representaciones si no se desarrolla la habilidad de
pasar de una a otra cuando sea necesario (Acosta, 2005).

Por otro lado, podria decirse que la modelacion contribuye en la identificacion y comprension de cantidades
dependientes e independientes, facilita establecer relaciones de variacion entre las cantidades que intervienen en
cada situacion, fortaleciendo las habilidades para reconocer e interpretar una funcion, en este caso recurriendo a las
diferentes representaciones semidticas; asi, de acuerdo a Posada y Villa (2006) el reconocimiento del concepto en
diferentes ambitos relacionados con fenémenos de variacion, puede darle un sentido mas dinamico y aplicado.

Finalmente, el uso de las representaciones de la funcion se dio desde la antigiiedad, aspecto que se emula de cierta
forma al abordar las actividades de modelacion matematica de funciones, y el acercarse a algunos rasgos del proceso
histérico que ha tenido un concepto para llegar a la formalizacion, puede contribuir a una mejor comprension del
mismo (Gonzalez, 2004); ademas, para que los estudiantes tengan acceso a dichos conceptos, deben construirlos en
contextos empiricos para luego refinarlos y establecerlos de manera formal (Tall & Vinner, 2002, citados por, Aya,
Echeverry & Samper, 2016).
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Resumen:

La investigacion presenta un estudio sobre las distintas maneras de comprender el concepto de grupo desde una
variacion de la Teoria Modos de Pensamiento, perspectiva que caracteriza las formas de ver y entender los conceptos
del Algebra Lineal, y que ahora se instala en el Algebra Abstracta. Se presenta un analisis de las respuestas de un
profesor de Matematica en su formacion inicial frente a situaciones que involucraban la estructura de grupo de
orden 2. Cada una de estas situaciones fue disefiada desde un modo de pensamiento particular para los grupos: modo
Sintético-Geométrico (SG), modo Analitico-Aritmético (AA) y modo Analitico-Combinatorio (AC). A su vez, cada
uno de estos modos fue desarrollado a partir de un estudio histdrico-epistemologico del concepto de grupo y dan
sustento a la variedad teodrica de los modos de pensar. Las respuestas del participante permiten relacionar las
distintas estrategias con determinados modos de pensar el concepto de grupo de orden 2.

Palabras clave: modos de pensamiento, grupo, comprension

Abstract:

The research presents a study of the different ways of understanding the concept of group from a variation of the
Modes of Thought Theory, a perspective that characterizes the ways of seeing and understanding the concepts of
linear algebra, and that is now installed in Abstract Algebra. An analysis is presented of the responses by a
mathematics teacher in his initial training to situations involving the group structure of order 2. Each of these
situations was designed from a particular mode of thinking for the groups: Synthetic-Geometric (SG), Analytic-
Arithmetic (AA), Analytic-Combinatorial (AC). In turn, each of these modes was developed from a historical-
epistemological study of the group concept and support the theoretical variety of modes of thinking. The
participant's responses allow us to relate the different strategies to specific ways of thinking about the group concept
of order 2.

Key words: modes of thought, group, comprehension
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Introduccion

El presente trabajo reporta el analisis de los primeros datos de una investigacion de corte cognitivo sobre la
comprension que tiene un estudiante de Pedagogia en Matematica durante su formacion inicial, sobre el objeto
matematico Grupo. Para analizar la comprension de este objeto matematico se consideré como marco de referencia
una variacion de los Modos de Pensamiento propuesto por Sierpinska (2000), tal variacion responde al cambio de
objeto matematico estudiado —del Algebra Lineal al Algebra Abstracta—. Bajo esta perspectiva tedrica, los
estudiantes evidencian una adecuada comprension de un concepto cuando son capaces de seleccionar y/o articular
diferentes modos de pensarlo en funcion de las caracteristicas propias de ver y entender dicho concepto en una
actividad. La caracterizacion de tales modos de pensar los Grupos se sustent6 a partir del estudio de la historia de
este concepto y su epistemologia. Tal caracterizacion sera la base de esta variacion tedrica de los Modos de
Pensamiento. Las respuestas del profesor en formacion frente al instrumento de toma de datos permiten al
investigador evaluar la pertinencia del modelo teodrico y, a su vez, caracterizar las estrategias puestas en juego por
el participante e identificar los elementos que permiten reconocer una estructura comun en las distintas situaciones
matematicas presentadas (la estructura de grupo de orden 2).

Antecedentes

En Chile, la totalidad de las universidades reconocidas por el Estado que imparten la carrera de Pedagogia en
Matematica tiene en su malla curricular una asignatura relacionada con el estudio de las estructuras algebraicas
(datos recogidos del proceso de admision 2020). En todos estos casos, la asignatura aborda las estructuras de grupo
y de anillo, incluso algunos programas llegan a cuerpos y extensiones de cuerpos. Por otro lado, los Estandares
Orientadores para carreras de Pedagogia en Educacion Media (Ministerio de Educacion de Chile [MINEDUC],
2012) declaran explicitamente “los conocimientos minimos e imprescindibles que cada profesor o profesora debe
saber en el &mbito de su disciplina y de la ensefianza de la misma” (p. 3). En particular, en cuanto a los estandares
sobre matemética, el documento define cinco grandes areas: Sistemas Numéricos y Algebra, Calculo, Estructuras
Algebraicas, Geometria y Datos y Azar.

El indicador concerniente al area de Estructuras Algebraicas sostiene que el profesor “es capaz de conducir el
aprendizaje de la divisibilidad de niimeros enteros y de polinomios y demuestra competencia disciplinaria en su
generalizacion a la estructura de anillo” (MINEDUC, 2012, p. 20).

A partir de estos hechos se puede evidenciar un claro interés (al menos a nivel nacional) en que los profesores de
Matematica manejen estos conceptos basicos de Estructuras Algebraicas. Esto tltimo coincide con lo reportado por
algunas investigaciones en otros contextos educacionales. Por ejemplo, la investigacion de Dubinsky, Dautermann,
Leron y Zazkis (1994) sostiene que, dado que un porcentaje significativo de la audiencia de estudiantes de Algebra
Abstracta consiste en futuros profesores de Matematicas, es particularmente importante que la profesion de
Educacion Matematica desarrolle estrategias pedagogicas efectivas para mejorar la actitud de los profesores de
Matematicas de secundaria hacia la abstraccion matematica (p. 268).

Por otro lado, otras investigaciones dan cuenta de que el conocimiento de matematicas avanzadas (aquellas que van
mas alla de lo curricular) pueden impactar positivamente la instruccion de los profesores. En este sentido,
Wasserman (2016) sefiala que, especificamente, ese conocimiento de las matematicas avanzadas puede transformar
las propias percepciones de los profesores sobre las matematicas escolares en el sentido de que se ve bajo una nueva
luz, que el significado o la comprension de las ideas cambia, o que el contenido en si mismo se reorganiza, reordena
o reestructura en la mente del profesor, indicativo de lo que Piaget (1952) llamo "acomodacién”, no solo asimilacion

(p. 30).

Como podemos apreciar, desde la investigacion también se sugiere conectar estas nociones de matematicas
avanzadas con los conceptos matematicos que aborda el curriculo en la escuela. A pesar de lo anterior, varias
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investigaciones dan cuenta de la dificultad que tienen los estudiantes en adquirir estos conceptos del Algebra
Abstracta (Dubinsky et al., 1994; Edwards y Brenton, 1999; Hazzan, 1999; Sepulveda, 2016). Nuestra hipotesis es
que la manera en que se presenta el estudio de los grupos en la formacion inicial docente, desde un enfoque
formalista, privado del proceso de abstraccion que lo constituyo, suscita dificultades en la comprension del concepto
de grupo en los estudiantes. Para esto, nos planteamos como objetivo general de la investigacion generar una
secuencia de actividades que promuevan la conexion entre las distintas maneras de comprender el concepto de
grupo. En particular, este trabajo, como un reporte de esta investigacion, tiene por objetivo analizar las respuestas
de un profesor de Matematicas en formacion inicial respecto a diversas situaciones matematicas que abordaban la
estructura de grupo de orden 2 de manera implicita. Tales respuestas las contrastaremos con el modelo teorico de
los modos de pensar el concepto de grupo: modo Sintético-Geométrico (SG), modo Analitico-Aritmético (AA) y
modo Analitico-Combinatorio (AC). Este contraste entre las respuestas a las situaciones disefiadas y el modelo
tedrico nos permitira evaluar la pertinencia de la variedad del modelo y la operacionalizacion al analizar y clasificar
las estrategias de este participante de la investigacion en uno u otro modo de pensar. Es preciso mencionar que la
caracterizacion de los tres modos de pensar el concepto de grupo se fundamenta en un estudio previo sobre la
historia y epistemologia del concepto de grupo, como se muestra sucintamente en la Figura 1, donde el color verde
corresponde al desarrollo de las diversas geometrias que concluye con su formalizacion usando acciones de grupos,
el color azul a los aportes de Euler y Gauss a la aritmética modular donde estan implicitas varias propiedades de
grupos finitos, y el color rojo al desarrollo del concepto de grupo como la composiciéon de permutaciones de un
conjunto finito.

Figura 1. Estudio historico y epistemologico del concepto de grupo.
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La investigacion se sustenta en una variedad de la perspectiva tedrica de los Modos de Pensamiento de Sierpinska
(2000). Estos Modos de Pensamiento son un marco de referencia de la Didactica de la Matematica que nos provee
de elementos para investigar aspectos relacionados con los procesos de aprendizaje del Algebra Lineal. El marco
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sostiene que los topicos del Algebra Lineal se desarrollaron bajo la coexistencia de tres modos de pensar: el modo
Sintético-Geométrico (SG), el Analitico-Aritmético (AA) y el Analitico-Estructural (AE). En nuestro caso, la
investigacion propone una variacion de este marco teérico, cambiando el objeto matematico de estudio del Algebra
Lineal, a la Estructura Algebraica de Grupo (Figura 2).

Figura 2. Variedad de los Modos de Pensamiento al concepto de grupo.
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Fuente: Elaboracion propia

Para construir esta variedad teorica, la investigacion se baso en el analisis de la Figura 1, el que es el fundamento
sobre el cual se elaboraron los tres modos de pensar los grupos.

Cada uno de los modos de pensar el concepto de grupo se elaboro basado en las raices histdricas que dieron forma
dicho concepto.

El proceso de la Formacion de la nocion abstracta de estructura de grupo, tuvo como raices historicas:
la teoria de ecuaciones algebraicas, la teoria de nimeros y la geometria, a partir de las cuales surgio la
nocidn de estructura matematica como resultado de la toma de conciencia de profundos fenémenos de
isomorfismos. (Ortega, 2011, p. 268)

De estas tres raices, la mas visibilizada en los textos de estudio es la de la teoria de ecuaciones algebraicas,
invisibilizando las otras dos raices. Wussing (2007) sostiene que la existencia de dos raices adicionales de la teoria
de grupos abstractos se ha oscurecido principalmente por el hecho de que los modos de pensamiento de la teoria de
grupos en la teoria de numeros y la geometria permanecieron implicitos hasta el final del tercio medio del siglo
diecinueve; no utilizaron el término "grupo" y, al principio, practicamente no tenian ningtn vinculo con el desarrollo
contemporaneo de la teoria de los grupos de permutacion. Asi, el historiador se ve obligado a buscar en grandes
areas del desarrollo de las matematicas patrones de razonamiento, métodos y conceptos equivalentes a los métodos
y conceptos modernos de teoria de grupos, y rastrear la evolucion de dicho pensamiento tedrico grupal implicito
hasta la etapa de la teoria explicita de grupos (p. 17).

De este modo, a partir del desarrollo histérico epistemoldgico del concepto de grupo y del andlisis de estas tres
raices, fue posible caracterizar tres modos de pensar el concepto, los cuales se describen a continuacion:

Modo Sintético-Geométrico (SG): Se basa en las transformaciones isométricas en el plano

cartesiano, esto es, las estrategias que usen las rotaciones o simetrias de poligonos en el plano
cartesiano o sus propiedades las entenderemos bajo la categoria de modo SG.
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Modo Analitico-Aritmético (AA): Se basa en las congruencias modulares en Z, esto es, las
estrategias que usen congruencias, residuos bajo el modulo de un entero o propiedades de los multiplos
de algunos enteros las entenderemos bajo la categoria de modo AA.

Modo Analitico-Combinatorio (AC): Se basa en el conjunto de permutaciones de un conjunto finito
y sus composiciones, esto es, las estrategias que usen elementos de estas permutaciones, sus
composiciones o propiedades de estas composiciones (como el orden de un elemento) las
entenderemos bajo la categoria de modo AC.

Metodologia

La investigacion se basa en una metodologia cualitativa, particularmente bajo una perspectiva epistemologica
hermenéutica-interpretativa. El objetivo es indagar como se comprende el concepto de grupo. Para esto, usaremos
como estrategia metodoldgica el estudio de casos de tipo instrumental (Stake, 1999), pues consideramos que es un
método pertinente para estudiar a fondo las diferentes comprensiones de la estructura algebraica de grupo que tienen
cada uno de los sujetos de estudio, atendiendo la singularidad y complejidad de cada una de estas comprensiones.

Los sujetos de estudio fueron un grupo de 5 estudiantes de Pedagogia en Matematica durante su formacion inicial,
con la caracteristica que ninguno de ellos habia cursado previamente una asignatura sobre estructuras algebraicas.
La participacion en la investigacion fue completamente voluntaria. En particular, en este reporte nos centraremos
en las respuestas de uno de estos participantes sobre las preguntas que abordaban la estructura de grupo de orden 2,
porque esas respuestas son representativas de lo que se realizo.

A partir de la caracterizacion de los modos de pensar los grupos, se elaboraron distintas situaciones que abordaban
la misma estructura algebraica, pero desde diferentes modos de pensar. En total el instrumento se compuso de 7
situaciones, entre ellas algunas referidas al grupo de orden 2, otras al grupo de orden 3 y otras referidas al grupo de
orden 6.

Las situaciones que analizaremos son las que involucran la estructura de grupo de orden 2. Estas son las siguientes:

Situacién 1: Identificar todos los movimientos que dejan invariante la figura de una letra T.
Situacién 2: Analizar los restos de la division por 2 de la suma de dos enteros. En otras palabras, si
X,y € Z, analizar los restos de la division (x + y) + 2 para los ditintos valores de x e y.

Situacién 3: Analizar las permutaciones y las composiciones de estas, en un conjunto con 2 elementos.
Situacién 8: Analizar los restos de la division por 2 de la suma de dos enteros. En otras palabras, si
X,y € Z, analizar los restos de la division (x - y) + 2 para los distintos valores de x ¢ y.

Situacién 7: Establecer similitudes o diferencias entre las situaciones previamente estudiadas.

Como se puede apreciar, la numeracidon no es consecutiva. Esto se debe a que el instrumento, al tener siete
situaciones, fue aplicado en dos sesiones. Ademas, posteriormente a estas sesiones llevamos a cabo una entrevista
semiestructurada con el propdsito de profundizar en las respuestas de los participantes. En esta entrevista
propusimos dos situaciones adicionales, una de ellas es la situacion 8 descrita anteriormente.

Es preciso mencionar que en cada una de las situaciones 1, 2 y 3 se le solicitaba al participante sintetizar sus
hallazgos en una tabla de doble entrada, donde resumiera la forma en que estaban operando los elementos de cada
situacion presentada. Luego, en la situacion 7 los participantes debian identificar elementos clave en las respuestas
de las situaciones previamente estudiadas que les permitieran identificar o reconocer una estructura comun en las
distintas situaciones.
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= Analisis de resultados

Los resultados que se presentan pertenecen a uno de los participantes de la investigacion, al que llamaremos René.
El desarrolld correctamente las tres situaciones iniciales del instrumento. La Figura 3 muestra la respuesta que
entreg6 a la situacion 1, explicitando elementos del modo SG como la rotacion e identidad que hacian invariante a
la letra T.

Figura 3. Respuesta de René a la situacion 1.

Fuente: Elaboracion propia

La respuesta de René ante la situacion 2 muestra el uso de categorias como par e impar en el analisis de la situacion,

asi como también el uso de los restos asociados a estas categorias (Figura 4). Ambas estrategias las asociamos con
el modo AA.

Figura 4. Respuestas de René a la situacion 2.

Fuente: Elaboracion propia
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Siguiendo el cuestionario, la respuesta escrita de René a la situacion 3 es mas sintética y solo da muestras del uso
de composicion de las permutaciones por la tabla generada y por los nombres dados a estas composiciones (Figura
5). A partir de esta respuesta intuimos que el participante esta desarrollando estrategias desde el modo AC pero
hace falta una posterior entrevista para confirmarlo.

Figura 5. Respuestas de René a la situacion 3.

Fuente: Elaboracion propia

Al abordar la situacion 7, René expone la similitud de estas primeras tres situaciones basandose en una caracteristica
comun: “En cada tabla se repite y alterna cada caracteristica trabajada”. La respuesta de Ren¢ ilustrada en la Figura
6 muestra la identificacion de una similitud en las tablas al ponerlas una al lado de otra. Sin embargo, es interesante
destacar que la primera tabla descrita en esta respuesta no pertenece a ninguna de las tres situaciones. Esta tabla con
ceros y unos es mas bien una primera generalizacion de estas tablas.

Figura 6. Respuestas de René a la situacion 7.

Fuente: Elaboracion propia

Observando que René asocia la similitud con la cantidad de caracteristicas trabajadas y su alternancia, le propusimos
resolver la situacion 8. La Figura 7 muestra la respuesta de René ante esta nueva situacion.
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Figura 7. Respuestas de René a la situacion 8.

Fuente: Elaboracion propia

Al ser consultado por la semejanza entre esta nueva situacion 8 y las situaciones anteriores, René expresa que: “No
existe relacion, ya que los resultados son distintos... tenemos 3 posibilidades que dé par versus 1 que es par, mientras
que en las situaciones anteriores habia 2 par y 2 impar”. Posteriormente en la entrevista, Ren¢, buscando alguna
posible explicacion de esta diferencia, expresa lo siguiente (E de Entrevistador y R de René):

E27: Ya. ;Y qué me podrias decir de la situacion 8? ;Es igual? Porque también se estan relacionando
dos elementos.

R27: No [se rie]. Y eso me generaba ruido. Entonces decia yo: Pero por qué... por qué esto me sale
distinto a los demads, si tiene esa paridad de términos. O sea, digamos tiene dos elementos
también, par e impar, par e impar. Pero creo que tiene que ver con la ley de las multiplicaciones,
no sé... con algo con el tema con las multiplicaciones.

Podemos apreciar que René intuye que la razon por la cual la tabla queda diferente, incluso identificando dos
elementos en juego, es por la multiplicacion. Este hecho es interesante leerlo a la luz de las investigaciones de
Dubinsky et al. (1994), quienes sefialan que en la primera fase del aprendizaje del concepto de grupo, un estudiante
puede interpretar un grupo principalmente en términos de sus elementos, es decir, como un conjunto. Si el individuo
permanece en esta comprension elemental de los grupos, es posible que no distinga un grupo por nada mas que el
numero de elementos que contiene (p. 273).

El esfuerzo de René por entregar una razén que justifique esta diferencia, a pesar de que se esté trabajando con 2
caracteristicas en la situacion, es una muestra que esta avanzando en la comprension del concepto de grupo, dejando
atras la sola identificacion de la cantidad de elementos (como conjunto) e incorporando la operacion descrita al
analisis de la situacion. De esta manera, René se va acercando a la nocién de grupo como conjunto dotado de una
operacion (con algunas propiedades puntuales).

Siguiendo con la entrevista, René establece una relacion entre las primeras tres situaciones haciendo una
correspondencia entre los elementos de cada una de estas situaciones y de la forma en que estos elementos se

relacionan consigo mismo bajo la operacion en cada situacion.

E33:Podrias darme un ejemplo de alguna situacion que ti veas que se cumple en una y que se cumple
en otra.
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R33: Eh... [balbucea] cuando yo tengo aqui la identidad... Bueno, cuando yo comparo, por ejemplo,
identidad o el mismo con el mismo, no s¢, identidad con identidad, par con par, {a, b} con {a, b},
siempre me da el mismo resultado.

E34: Mmm... ya.

R34: Ya. Eh... cuando ya, uno compara una cosa distinta de la otra, siempre da la otra. No sé si
me explico.

En términos matematicos, René establece la identidad en cada una de las situaciones y corrobora que al componer
estos elementos consigo mismo, siempre llegan a ellos mismos, es decir, que a o a = a, y que ademas si uno
compone este elemento con el otro, siempre queda lo otro, es decir, a e b = b. Esta verbalizacion es bastante cercana
a la forma como se define el grupo de orden 2.

A pesar de las evidencias anteriores, el ejemplo mas claro del reconocimiento de esta estructura comin es el
momento cuando el propio René es quien entrega un nuevo ejemplo, desde un modo AA (punto de vista aritmético),
de una situacion similar a las situaciones 1,2y 3.

R36: Eso es lo que veo. O sea, si yo comparo lo mismo con lo mismo me da lo que estoy comparando
al principio. Si comparo alguno de ellos que son distintos, me da el otro... Es como la ley de los
Signos...

E37: Es stiper interesante lo que me acabas de decir.

R37: Es como la ley de los signos. Si yo hago + por +, me va a dar +. Si hago — con -, me va a dar
+, ¢se entiende? Y si hago + con -, si alguno de ellos es distinto, me va a dar -. Tiene como esa
onda, de la ley de multiplicacion de signos.

Como menciondbamos, aca el participante René entrega una nueva situacion desde el modo AA, la que puede
resumirse en la Figura 8.

Figura 8. Situacion que propone René para explicar como operan los elementos de las situaciones 1, 2 y 3.

— |+

Fuente: Elaboracion propia

Finalizando la entrevista, René entrega una nueva verbalizacion mas completa que resume la manera en que operan
los dos elementos de las situaciones 1, 2 y 3.

R178: Entonces, si yo compongo al mismo elemento con el mismo, me da la identidad, si lo
compongo con uno distinto, me da el otro elemento.

Esta es exactamente la caracterizacion de los elementos de un grupo de orden 2. Matematicamente tenemos un
conjunto con 2 elementos, A = {a, e} donde, siguiendo la convencion, consideramos e como la identidad.

1. De la primera afirmacion de René se tienequeaca =eyeoe =e.

2. De la segunda afirmacion de René se tiene queace =eoa = a.
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Todo conjunto de dos elementos dotado de una operacion en la que cumplan estas dos caracteristicas es isomorfo
al grupo de orden 2.

Conclusiones

Las situaciones estudiadas que conforman el instrumento de toma de datos, en conjunto con la posterior entrevista,
permitieron levantar elementos que caracterizaban cada uno de los modos de pensar el grupo de orden 2. Se
evidencia ademas que la secuencia de situaciones le permitio al participante conectar determinados elementos de
una situacion con los de otra, relacionando las diversas situaciones no solo en la cantidad de elementos que
involucraban, sino en la manera en que estos elementos se relacionaban con ellos mismos y con los otros a partir de
la operacion dada en cada situacion. Esta similitud de las situaciones y conexion entre los elementos de estas no
solo se evidencid en las respuestas escritas del cuestionario, sino que se pudo corroborar en las respuestas en la
entrevista posterior, especialmente en el momento en que el participante entrega una nueva situacion ajena al
cuestionario, donde estaba implicita la estructura de grupo de orden 2. Cabe destacar que esta nueva situacion
propuesta por el participante esta alojada en el modo AA, al relacionar los nlimeros positivos y negativos a través
de operarlos mediante la multiplicacion. Tanto el cuestionario como la posterior entrevista dan cuenta de la
articulacion que hizo el participante entre los elementos de cada situacion alojada en un modo de pensamiento
especifico. Esta articulacion comenzd desde las tablas de resumen de cada situacion, pero se particularizo al conectar
los elementos de las diferentes situaciones y concluir que, bajo la operacion definida en cada situacion, las
situaciones eran ideénticas

Por lo tanto, podemos concluir que el disefio de cada una de las situaciones, asociada a un modo de pensar el
concepto de grupo de orden 2, facilitd en el participante la identificacion de una estructura comun que trascendia
las situaciones y los objetos estudiados en cada una de ellas, logrando verlas como la misma situacion.
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Resumen

En este trabajo, discutimos la necesidad de desarrollar el Sentido Numérico en el tratamiento de informacion
estadistica que los estudiantes del nivel medio superior tienen a su disposicion de los casos asociados a la pandemia
de COVID-19 en México. El proposito es brindar una experiencia que permita a los estudiantes visualizar la
progresion de la pandemia y adquirir competencias numéricas utiles para la vida. Se propone que dichas
competencias se puedan desarrollar a través de actividades en donde se hace uso del diagrama triangular en
contextos aritméticos, algebraicos y geométricos. El diagrama triangular como técnica de analisis estadistico ofrece
una alternativa a las graficas convencionales y puede revelar tendencias no facilmente detectadas. Se presenta
unacaracterizacion del desarrollo del Sentido Numérico, a través de cuatro fases de desarrollo y su relacion con los
usos del numero, se muestra como el uso del diagrama triangular permite la resignificacion de la asociacion entre
cantidades o medidas al plantearse una situacion de prediccion.

Palabras clave: argumentacion, diagrama triangular, disefio de situacion, sentido numérico

B o 2,

Abstract

In this paper, we discuss the need to develop NumberSense in the treatment of statistical information that high
school students have at their disposal regarding cases associated with the COVID-19 pandemic in Mexico. The
purpose is to provide students with an experience that allows them to visualize the progression of the pandemic and
to acquire useful numerical skills for life. Numerical skills are proposed to be developed through activities that use
the triangle diagram in arithmetic, algebraic, and geometric contexts.The triangular diagram as a statistical analysis
technique provides an alternative to conventional graphs and can reveal trends not easily detected. A
characterization of Number Sense is presented, through four phases of development and its relationship with the
uses of the number; it was shown how the use of the triangular diagram allows the resignification of the association
between quantities or measures when considering a prediction situation.

Key words: argumentation, triangular diagram, situation design, NumberSense
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Introduccion

Los coronavirus son una familia de virus que causan enfermedades (desde el resfriado comun hasta enfermedades
respiratorias mas graves) y circulan entre humanos y animales. El coronavirus SARS-COV2 aparecioé en China y
provoca una enfermedad llamada COVID-19, que se extendio por el mundo y fue declarada pandemia global por la
Organizacion Mundial de la Salud. En este trabajo, se examina una situacion de aprendizaje en la que los estudiantes
usan al diagrama triangular como instrumento de andlisis para estudiar los casos de fallecimientos asociados al
COVID-19. Se parte de la idea que un aspecto muy importante en el empleo de tablas, graficas y diagramas para
representar fendmenos es la visualizacion. Se pretende que el estudiante sea capaz de identificar variables y sus
relaciones al trabajar con diversos problemas, asi como utilizar tablas, graficas y diagramas para ordenar e
interpretar datos. El uso del diagrama triangular permite abordar diversos problemas en donde el hilo conductor es
la proporcionalidad. Este concepto se estudia desde la aritmética, el algebra, la geometria, la probabilidad y la
estadistica. Se busca que la riqueza del concepto de proporcionalidad y la visualizacion de fendmenos en el uso del
diagrama triangular, permita a los estudiantes percibir a la matematica como un todo.

Desde el punto de vista de Sanchez (1999) el diagrama de composicion ternario o diagrama triangular es uno de los
mejores medios para la expresion de las observaciones cuantitativas y se emplea para representar graficamente un
punto de cualquier distribucion porcentual de tres variables. El diagrama triangular se puede construir sobre la figura
de un triangulo equilatero, se asigna un lado a una de las variables y se marcan intervalos de 10 en 10% de manera
que en cada vértice coinciden el 0% de una variable y el 100% de otra. De acuerdo con Castafio (1994) para obtener
una linea que represente un porcentaje determinado de uno de los componentes (A, B o C), se traza una paralela en
el lado opuesto al vértice ocupado por dicho componente de forma tal que sus extremos sean los valores deseados.
La concurrencia de diferentes condiciones a cumplir, determinan diferentes lugares geométricos que las cumplan.
Estos pueden ser de tres tipos: puntos, lineas o zonas. Para el caso de un punto porcentual, se requiere que tres lineas
que representen un porcentaje determinado se intercepten. La Figura 1 muestra un diagrama triangular para la
ubicacion del punto porcentual 1) Adultos= 60.20%, 2) Jovenes=1.48% y 3) Viejos=38.32% en el mes de abril.

Figura 1 Ubicacion de un punto de composicion porcentual en un diagrama triangular.

COVID-19

Fallecimientos del mes de abril de 2020
Adultos = 60.20 %

Jévenes = 1.48 % A = Adultos
Viejos = 38.32 %

10 20 30 40 50 60 70 80 90
B = Jévenes C = Viejos

Nota: Beltran y Rodriguez (2022)

De acuerdo con Gracia y Novelo (2010), se puede concebir al diagrama triangular como una representacion grafica
del comportamiento de una propiedad caracteristica con relacion a la composicion de un sistema de tres
componentes.
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Por lo anteriormente expuesto, el diagrama triangular puede proporcionar una manera complementaria para entender
lo sucedido con los fallecimientos ocurridos por COVID-19. Esta técnica y su valor explicativo tiene gran utilidad
cuando se presentan abundantes datos, de modo que en el triangulo del diagrama aparecen concentraciones de
puntos en la zona superior, inferior derecha o izquierda. De acuerdo con Tapia y Tan (2001) el diagrama triangular
como técnica de analisis se basa en proporciones relativas de sus tres variables, en lugar de nlimeros absolutos, lo
que la hace mas resistente a posibles errores de datos que subestiman el nimero real de casos. Por otro lado, destacan
que, en el uso del diagrama triangular, la visualizacion es esencial para un apoyo eficaz de las decisiones.

Marco teorico

Con respecto al término Sentido Numérico, no hay una tnica caracterizacion, de hecho, a pesar de su importancia,
no hay dos investigadores que hayan definido al Sentido Numérico exactamente de la misma manera (Gersten et
al., 2005). La principal organizacion profesional de maestros de matematicas de los Estados Unidos de América
(National Council of Teachers of Mathematics) ha identificado al Sentido Numérico como una sensacion "no
algoritmica" para los nlimeros, una comprension solida de su naturaleza y el analisis de las operaciones, asi como
la necesidad de examinar la razonabilidad de los resultados (NCTM, 1989).

Por su parte, Andrews y Sayers (2015), han identificado tres “perspectivas" para el Sentido Numérico: el Sentido
Numérico Preverbal (SNP), el Sentido Numérico Aplicado (SNA) y el Sentido Numérico Fundamental (SNF). El
SNP, se refiere a esas ideas numéricas innatas para todos los seres humanos. El segundo, el SNA, se refiere a
aquellas competencias relacionadas con el numero que hacen que las matematicas sean sensatas para todos los
estudiantes y los prepara para un mundo adulto. Por ultimo, el SNF comprende aquellos entendimientos que
requieren instruccion y suelen surgir en primaria y secundaria. Whitacre et al. (2020) identificaron en la literatura
tres construcciones sobre el Sentido Numérico: Sentido Numérico Aproximado; Sentido Numérico Temprano y
Sentido Numérico Maduro. Estas tres construcciones se alinean con las perspectivas de Andrews y Sayers (2015).

Segtin Back, Sayers y Andrews (2013), el SNA se basa en el SNF, y se refiere a la comprension relacionada con los
numeros y es el que se requiere que poseen todos los adultos independientemente de su ocupacion (McIntosh et al.
1992). Por lo tanto, se puede establecer que el Sentido Numérico no se refiere inicamente al dominio de técnicas
para resolver problemas numéricos especificos, sino también a formas cualitativas de razonamiento numeérico, las
cuales permiten discutir, conjeturar y argumentar en asuntos relativos a las posibles soluciones numéricas de
acuerdo con los contextos en los que se presentan ciertas situaciones o problemas, con lo cual, la premisa es
implementar tareas o actividades que presenten caracteristicas de fluidez y flexibilidad, que desarrollen el
razonamiento y las habilidades numéricas”.

De acuerdo con Herndndez et al. (2015) el Sentido Numérico debe incluir las dimensiones métricas, variacionales,
algebraicas y geométricas ademas del estudio de los ntimeros, sus relaciones y operaciones. Esta version ampliada
de Sentido Numérico debe ser desarrollada en todos los grados escolares de tal manera que contribuya a la
adquisiciéon de competencias numéricas por parte de los estudiantes. Las competencias numéricas se pueden
evidenciar a partir del desarrollo del Sentido Numérico, que es un proceso complejo y abarca diferentes
componentes que involucran niimeros, sus operaciones y relaciones (Mclntosh et al., 1992). En este trabajo se
propone caracterizar al desarrollo del Sentido Numérico mediante la adecuada lectura e interpretacion de los datos
de fallecimientos asociados a COVID-19 que los estudiantes realicen al usar el diagrama triangular, y su transito a
través de 4 fases del Sentido Numérico: 1) Registrar y almacenar, 2) Facilitar la comunicaciéon de informacion, 3)
Analizar la distribucion de datos para obtener conocimiento de su estructura, 4) Generar un juicio.
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Marco conceptual

De acuerdo con Torres y Montiel (2021) un emergente de interés para la Teoria Socioepistemologica es el
significado, que se considera fundamental en el entendimiento y organizacion de las practicas. Con la intencion de
develar el significado construido o en construccion se estudia el uso del conocimiento matematico.

En Fregueiro (2014), se abordan los usos del numero en la obra de René Descartes, bajo una mirada
Socioepistemoldgica: Uso geométrico-aritmético; Uso geométrico-algebraico y Uso geométrico-analitico. El
transito entre diversos contextos (aritmético, geométrico y algebraico) que Descartes realiza, le permite encontrar
una manera de representar en lenguaje algebraico, aquellos problemas originados en el contexto geométrico y
viceversa, dando evidencia de un uso estructural del nlimero. Con lo cual, el uso del nlimero es caracterizado a partir
de la forma en que es empleada o adaptada la nociéon de nlimero en un contexto especifico (aritmético, algebraico o
geométrico).

La teoria Socioepistemologica comparte la mirada situacional de la construccion de conocimiento y el
reconocimiento de las circunstancias socioculturales que la rodean. De acuerdo con Torres y Montiel (2021) esto
constituye la racionalidad contextualizada, en otras palabras, la relacion del sujeto con el saber es una funcion del
contexto donde actlia y construye conocimiento, donde el contexto se ha dimensionado en tres niveles: contexto
cultural; contexto situacional y el contexto de resignificacion.

Esta investigacion busca dar cuenta del desarrollo del Sentido Numérico, a través del uso del ntimero, en la
resignificacion de la asociacion entre cantidades o medidas a través de anticipar un valor luego de realizar un anélisis
de los datos previos, lo que en Caballero y Cantoral (2013) es una de las estrategias variacionales, la prediccion. Se
emplea la nocion de uso de conocimiento matematico descrito por Torres y Montiel (2021) quienes afirman que el
uso se da en el ejercicio de practicas contextualizadas, de él emergen significados que se ponen en funcionamiento
en situaciones nuevas y, bajo la consideracion de emergente social se resignifica.

Se busca que la situacion de aprendizaje genere un interés en los estudiantes por estudiar la asociacion de datos a
través de predecir la ubicacion de un punto porcentual a partir de conocer la distribucion de datos previos en funcion
del tiempo transcurrido. De acuerdo con Batanero et al. (2013) el razonamiento distribucional implica conectar
datos (distribucion de datos, la poblacion donde se tomaron y las posibles muestras de estas) y establecer la
asociacion entre ellos. Este tipo de razonamiento requiere de problemas donde se planteen cuestiones relativas al
cambio de una magnitud en funcién del tiempo (dependencia funcional) asi como a la asociacion de datos. En una
dependencia funcional a cada valor de una variable X (independiente) corresponde un solo valor de otra variable Y
(dependiente), mientras que, en el estudio de la asociacion a cada valor de X corresponde una distribucion de valores
de Y, por lo que el concepto de distribucion amplia el de dependencia funcional y se resalta la importancia del
concepto de asociacion en la toma de decisiones en ambiente de incertidumbre. Considerando lo anterior, la
prediccion guia el disefio de las acciones didacticas, donde los elementos para el disefio de las acciones didacticas
seran aquellos que formen parte del marco epistemologico del conocimiento matematico (Suéarez, 2014). Entonces,
a partir de un trabajo deductivo en una epistemologia de la prediccion, se busca que la proporcionalidad ayude a los
estudiantes a construir un puente entre la aritmética, el 4lgebra y la geometria y de esta manera establecer el uso del
nimero asociado a la funcidn organica de la prediccion como epistemologia, donde se presenten formas de uso del
nimero, se construyan argumentos y se pongan en funcionamiento.

Metodologia
Para dar cuenta del desarrollo del Sentido Numérico, se utiliza un “Disefio de Situacién” como herramienta
metodologica, ya que de acuerdo con Suarez (2014) permite la transformacion entre la epistemologia configurada

y las acciones a desarrollarse en el sistema didactico, a través de situaciones de aprendizaje. De esta manera una
“situacion de aprendizaje” es el conjunto de condiciones de un fendémeno o pregunta que propicie una
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problematizacion, con lo cual, es un conjunto de caracteristicas de las tareas que realizara el estudiante. El Disefio
de Situacion se enmarca en la teoria Socioepistemoldgica en Matematica Educativa, que de acuerdo con Cantoral
et al. (2014) se ocupa de estudiar el problema que plantea la construccion social del conocimiento matematico y el
de su difusion institucional, al integrar una dimension social al estudio del sistema didactico que esta constituido
por el saber, el profesor, el alumno y sus relaciones.

Para la fase 1 del desarrollo del Sentido Numérico a través del uso del nlimero, se propone en el Momento [
(Establecimiento de la forma de una representacion visual de datos numéricos) la produccion de representaciones
funcionales y producciones individuales de uso del niimero para registrar y almacenar datos. El trabajo de los
estudiantes inicia con la elaboracion de tridangulos equilateros de manera individual, en el que tienen que elaborar
triangulos de diferentes tamafios con el apoyo de papel, regla y compés. Dado que el compas ya no permitird
construir tridngulos de mayor tamafio, se emplea el Teorema de Pitdgoras que permite obtener la altura que deben
tener los tridangulos equilateros que seran utilizados en los diagramas triangulares. El Teorema de Pitagoras es
funcional a los estudiantes para comprender el concepto de la proporcionalidad. Ademas, se presenta un tipo de
procedimiento de ejecucion, de acuerdo con la tipologia propuesta por Sanchez (1999), que les proporciona a los
estudiantes la solucion de obtener la altura para cualquier tridngulo equilatero de una manera puntual y especifica.
Posteriormente, para la fase 2 del desarrollo del Sentido Numérico en el Momento II (Construccion de argumentos
en el uso del nlimero a través de la representacion visual) se requiere que se inicie el proceso de la comunicacion
de la informacion. Este momento se caracteriza por el trabajo del estudiante con el profesor o con algunos
compaifieros cercanos o integrantes de su equipo. El trabajo se realiza de manera grupal, en donde intervienen todos
los estudiantes con el profesor y se generan debates hasta llegar a consensos.

En la fase 3 del desarrollo del Sentido Numérico, se espera que los estudiantes en el Momento II, analicen la
distribucién de datos, razonen, conjeturen, discutan y defiendan sus ideas. El teorema de Viviani establece que las
perpendiculares a los lados de un punto P sobre la frontera o dentro de un tridngulo equilatero suman la altura del
tridngulo. Los estudiantes utilizan las construcciones geométricas para comprobar que el triangulo sea equilatero.
Se eligid la prueba geométrica propuesta por Kawasaki (2005) por las ventajas que proporciona para el propdsito
de este trabajo, como, por ejemplo, es: una demostracion eficiente, facil de visualizar para los estudiantes y que se
puede realizar a través de simples rotaciones y traslaciones de tridngulos generados a partir de trabajar con un punto
al interior del diagrama triangular, motivo por el cual se puede establecer que es un procedimiento del tipo motriz
de acuerdo a la tipologia propuesta por Sdnchez (1999).

Posterior a la comprobacion de la obtencion del triangulo equilatero para el diagrama triangular, los estudiantes
estan en posicion de ubicar los puntos porcentuales, siguiendo una serie de pasos e indicaciones para lograr ubicar
adecuadamente los porcentajes de acuerdo con cada uno de los tres componentes, con lo cual se presenta un tipo de
procedimiento algoritmico de acuerdo con la tipologia de Sanchez (1999), en donde, si siguen correctamente estos
pasos, todos los estudiantes llegan a las mismas localizaciones de los puntos. Se realiza la busqueda de los datos
abiertos asociados al COVID-19, en donde los estudiantes analizan cada uno de los apartados que se encuentran en
los informes diarios. En la ubicacion de los datos de fallecimiento por COVID-19, los estudiantes trabajan con
XLSTAT que es un complemento de analisis de datos de Microsoft Excel que puede ser incorporado por un cierto
periodo de prueba, se analizaron los datos de enero a octubre del 2020, de acuerdo con los datos de fallecimientos
en la categoria de edad presentados por la Direccién General de Epidemiologia. Se recurre a la elaboracion de los
diagramas triangulares, con el procedimiento reportado por Calmaestra y Capote (2020) para lo cual en los ejes se
dispone la poblacion joven (0-14 afos), adulta (15-64 afos) y anciana (65 y mas afios). Los datos numéricos
correspondientes a los fallecimientos por COVID-19 son ubicados en un diagrama triangular, de acuerdo con los
porcentajes de jovenes, adultos y viejos para cada uno de los meses. La distribucion de los datos representados en
el diagrama triangular es compartida a todo el grupo con la intencion de que se lleve a cabo una coevaluacion entre
los estudiantes, acerca de sus contenidos, estableciendo disensos y consensos y su posible correccion.

La idea principal es que, para la construccion de un concepto, o para la superacion de una dificultad, los estudiantes
deben hacer frente de manera cooperativa al aportar e intercambiar sus conocimientos individuales y generar otros
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nuevos. Finalmente, en la fase 4 del desarrollo del Sentido Numérico, (Puesta en funcionamiento de lo aprendido,
a partir de la reflexion autonoma del uso del niimero del Momento III) se espera que el uso del diagrama triangular
permita a los estudiantes modelar la situacion estudiada, se les solicita a los estudiantes realizar una prediccion de
lo ocurrido para el mes de noviembre de 2020, a partir de la distribuciéon de puntos de los meses anteriores. Los
estudiantes realizan un juicio al responder a la pregunta ;Cual es la composicion porcentual que se esperaria para
el mes de noviembre?

Resultados

A continuacion, se presenta la confrontacion de las evidencias recabadas y la situacion de aprendizaje propuesta.
En el Momento I de la situacion de aprendizaje se espera:

La construccion del triangulo que se utiliza como base para el diagrama triangular y asociar las
caracteristicas geométricas de los tridngulos equilateros. Se busca que la dimension geométrica y métrica
del Sentido Numérico esté presente.

La construccion de tridngulos equilateros de cualquier tamafo para generar diagramas triangulares. Se
busca con ello contribuir a las dimensiones geométrica y algebraica del Sentido Numérico.

La asignacion de los margenes de variacion en cada uno de los lados del triangulo equildtero. Se busca que
la dimension aritmética del Sentido Numérico esté presente.

En el Momento I de la situacion de aprendizaje los estudiantes dan sentido a:

Las caracteristicas geométricas de los tridngulos equilateros, al identificar que sus angulos y cada uno de
sus lados son congruentes. El tamafio de los tridngulos equilateros esta relacionado con la medida de sus
lados, a mayor longitud de cada lado, mayor tamafio del triangulo. En la construccion de los tridngulos
equilateros, la longitud de cada lado esté relacionada con la abertura del compéas. En cuanto a la congruencia
de angulos, se verifica que cada uno de ellos debe ser un invariante igual a 60°, independientemente del
tamafio del triangulo, lo cual se visualiza mediante la superposicion de un tridngulo de menor tamafio en
otro para identificar si efectivamente coinciden, es decir, si la medida es de 60°. Por lo que, el tridngulo
pequefio se emplea como unidad de medida en la comparacion de los d&ngulos correspondientes del triangulo
de mayor tamafio.

La incognita asociada a la determinacion algebraica de la altura de un tridngulo equilatero de cualquier
tamafio. La construccion de tridngulos de gran tamafio se encuentra limitada por las caracteristicas fisicas
del compas. La abertura de un determinado compas puede ser insuficiente como medida del lado de un
tridngulo equilatero. La altura de un triangulo equildtero se obtiene por medio del Teorema de Pitdgoras de

tal manera que & = g longitud del lado. Adicionalmente, el simbolo como elemento algebraico, aparece

para la asignacion de cada uno de los componentes en los vértices del triangulo equilatero.

La escala de cada uno de los lados del triangulo equilatero. La longitud de cada lado del tridangulo se
subdivide en multiplos de 10, con lo cual, quedan establecidos los margenes de variacion de cero a 100,
que corresponden a los porcentajes de cada uno de los componentes del diagrama triangular. La importancia
de establecer los subintervalos a partir de los margenes de variacion radica en que dan lugar a la
construccion de las lineas proporcionales del diagrama triangular. En Castafio (1994) se definen las lineas
de proporcion como aquellas que estan formadas por los puntos que configuran los lugares geométricos en
los que el porcentaje de una variable se mantiene constante. Cada una de ellas es en realidad un diagrama
binario que reparte entre dos variables la proporcion que resta tras atribuir al tercer componente un
porcentaje fijo y determinado.

El establecimiento del diagrama triangular como una forma de representacion visual del nimero, se da a partir de
que los estudiantes construyen el diagrama triangular a través de las lineas proporcionales, asi como de localizacion
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de puntos al interior del diagrama y de la visualizacion de la distribucion de puntos de los fallecimientos asociados
a COVID-19 en México.

En el Momento II de la situacion de aprendizaje se espera:

La comprobacion geométrica del teorema de Viviani para garantizar que se trabaja con un triangulo
equilatero. El teorema de Viviani establece que, en un tridngulo equilatero, la suma de las distancias desde
cualquier punto interior o sobre la frontera a los tres lados es igual a la altura del triangulo. Se busca que la
dimension geométrica del Sentido Numérico esté presente.

La comprobacion aritmética del teorema de Viviani, en la que se verifica que la suma de los porcentajes es
igual al cien por ciento, es decir, %4 + %p + % = 100. Se busca con ello que las dimensiones métrica y
aritmética del Sentido Numérico estén presentes.

La ubicacion de los datos porcentuales del ntimero de fallecimientos asociados a COVID-19 en México.
Por lo que se busca que la dimension estadistica del Sentido Numérico esté presente.

En el Momento II de la situacion de aprendizaje los estudiantes dan sentido a:

La prueba visual a partir de rotaciones y traslaciones para demostrar el teorema de Viviani. Dado un punto
cualquiera al interior del tridngulo equilatero se trazan las perpendiculares a los lados del tridngulo, la
distancia de cada perpendicular constituye la altura de tres pequefios triangulos. La prueba visual emplea
solo rotacion para demostrar el teorema. Como se puede observar en la Tabla 1, al alinear las tres alturas
de cada uno de los tres tridngulos pequeios, se puede verificar que su suma es igual a la altura del triangulo
original. Con lo cual, se tiene que hy + hg + he = H. Cuando el punto se encuentra en la frontera (en uno
de los lados del tridngulo) se forman solamente dos triangulos pequefios cuyas alturas son las
perpendiculares hacia los otros dos lados, nuevamente al alinear las dos alturas la suma es igual a la altura
del triangulo. Por lo tanto, se asocia la prueba visual a la comprobacion del teorema de Viviani.

La nocion de porcentaje como relacion entre dos cantidades a través de una escala. El porcentaje es una
razon, es decir una relacion multiplicativa entre dos cantidades o conjunto de cantidades. De acuerdo con
Mendoza y Block (2010) la adquisicion de la nocion de razon y por consecuencia del porcentaje, conlleva
un paso dificil e importante en el estudio de la aritmética. Dado que el porcentaje puede ser interpretado
como una fraccion: 50% es “50/100 de”, en el caso de la comprobacion aritmética del teorema de Viviani,
se puede establecer que, la suma aritmética de los tres porcentajes de un punto al interior del diagrama
triangular debe ser igual a 100, o bien, la suma de las fracciones debe ser igual a uno.

La distribucion de puntos porcentuales a partir del uso de las lineas proporcionales y relacionales. Las lineas
proporcionales son empleadas a través de trayectorias paralelas que ayudan a los estudiantes a argumentar
acerca de que cada punto en el diagrama ternario representa la distribucion de fallecimientos en un
determinado mes. Adicionalmente, se argumenta acerca del cambio porcentual de cada uno de los
componentes (A, B o C) en relacién con cada uno de los meses analizados. El cambio porcentual se visualiza
a través de la distancia del punto hacia cada uno de los vértices, lo cual, se logra a partir de las lineas
relacionales (visualizadas a través de trayectorias diagonales) que se trazan siempre de un vértice al lado
opuesto (son lugares geométricos en los que la proporcion entre dos variables es siempre constante). Con
la ubicacion de las composiciones porcentuales al interior del diagrama triangular y de su relacion que
guarda con los vértices A, B y C, se presenta una apropiacion de la idea de distribucion y variabilidad de
los datos de fallecimientos asociados al COVID-19 en México.

En el Momento II, el trabajar con pruebas visuales en el aula (prueba geométrica del teorema de Viviani) ayuda a
los estudiantes a “ver” por qué un enunciado en particular puede ser verdadero, y también “ver” como se podria
comenzar a trabajar para dar una demostracion de que ésta es verdadera (Herrera, 2011).

En la Tabla 1, se presenta la distribucion de fallecimientos en un determinado intervalo de tiempo de la pandemia
de COVID-19 (la dimensidén del tiempo no se representa explicitamente en el diagrama triangular. A partir del mes
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de abril de 2020 la composicion porcentual de fallecimientos, se ubica practicamente en el sistema binario adultos-
viejos (una frontera) en donde la composicion porcentual de jovenes es muy cercana a cero, cuestion que no se
presentd en los meses previos de enero a marzo del 2020, una posible explicacion fue la eliminacion por parte del
gobierno mexicano de datos de fallecimientos ocasionadas por enfermedades que se considerdé ya no estaban
asociadas a COVID-19, por lo que el numero de fallecimientos de jovenes se vio disminuido. Para los meses de
mayo a octubre se presentd un incremento en el porcentaje de personas mayores a 65 afios, con lo cual se puede
observar la vulnerabilidad de este sector ante la pandemia.

Dado que los datos se ubican en una region muy pequeia del diagrama triangular, es necesario para una mejor
visualizacion, realizar una ampliacion de tal region. En donde los nuevos ejes coordenados estan asignados de la
siguiente forma: para los adultos van de un 46.5 a un 65%, para los jévenes van de cero hasta 18% y para los viejos
de 35 a 53.5%. Las cantidades de cada uno de los porcentajes se trabajan como una magnitud medible, en donde
los estudiantes establecen que la poblacion mayormente afectada por COVID-19 son los adultos y viejos, siendo
los jovenes los menos afectados.

Tabla 1 Trabajo con el diagrama triangular en el contexto de datos de COVID-19 en México.

Representacién visual Tarea realizada Pr

Fallecimientos asociados a
COVID-19

20 40 60 80
% viejos

(RN R IR R SR e ey

1
4
N
3
-

Lo

Realizar la prueba visual del
teorema de Viviani empleando
la rotacion para establecer el
teorema.

Ubicacion de la composicion
porcentual de adultos, jovenes y
viejos, correspondiente a las
defunciones asociadas a
COVID-19 de enero-octubre de
2020

En una hoja milimétrica realizar

- una ampliacion de la region de

los fallecimientos asociados a
COVID-19.

El procedimiento es del
tipo Motriz: Los
estudiantes para realizar
la comprobacion del
teorema de Viviani
ejecutan acciones
observables de forma
directa, en este caso,
son las rotaciones.

El procedimiento es
algoritmico: Los
estudiantes ejecutan los
pasos que hay que
realizar para la correcta
ubicacion de los puntos
en el diagrama
triangular.

El procedimiento es
heuristico: En la
interpretacion de lo que
sucede para el mes de
noviembre con respecto
al analisis de los datos
de los meses anteriores

Nota: Beltran y Rodriguez (2022)
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En el Momento III de la situacion de aprendizaje se espera:

e La asociacion entre cantidades o medidas a través de la prediccion. Se busca que la dimension estadistica
del Sentido Numérico esté presente.

En el Momento III de la situacion de aprendizaje los estudiantes dan sentido a:

e La prediccion a partir de la asociacion de los datos de fallecimientos asociados a COVID-19 en México.
Los puntos porcentuales de los fallecimientos desde el mes de enero hasta octubre de 2020 son asociados a
una trayectoria que se traza de acuerdo con las estadisticas proporcionadas por el gobierno de México y
estd en funcion de los porcentajes de fallecimientos en las tres edades analizadas, en lugar de un recuento
total. El funcionamiento que los estudiantes le dan a la trayectoria generada por los puntos es como un
sistema referencial. La distribucion de puntos y la trayectoria constituyen elementos que permiten realizar
una prediccion que se sustenta en el niimero de fallecimientos.

e Mediante el uso del diagrama triangular, los estudiantes son capaces de extender la idea de dependencia
funcional “uno a uno” (en donde a cada valor de una variable le corresponde un Unico valor de la otra
variable) a una concepcion de distribucion (en donde a cada valor de una variable le corresponde una
distribucioén de valores de la otra variable), con lo cual, dan evidencia de la adquisiciéon de un Sentido
Numérico.

Analisis de los resultados

En la fase 1 del Sentido Numérico se presenta el uso del nlimero asociado a la geometria del plano, con acciones
tales como: ubicar puntos con respecto a puntos de referencia y relacionar puntos dentro del diagrama ternario con
coordenadas (X, y) en el plano.

Por lo que, se puede establecer, el uso geométrico del nimero por parte de los estudiantes.
1) Al localizar puntos a lo largo de un segmento de recta,
2) Al distinguir representaciones de segmentos de recta.

Adicionalmente, se puede establecer un uso geométrico emergente que esta asociado a la geometria proporcional
en planos (lineas proporcionales en la construccion).

El uso aritmético-geométrico del nlimero esta asociado a lo concreto (los nlimeros para medir) y lo asociado a lo
comunicativo (comunicar la idea del triangulo equildtero) lo asociado al concepto de tridngulo equilatero (el
tridngulo equilatero visto como objeto matematico que tiene la longitud de sus lados iguales y sus angulos de 60°)
con lo cual, se puede establecer que lo aritmético se concibe mucho mas allé de las simples operaciones numéricas.
Ademas, se pueden identificar un uso aritmético-geométrico del numero en lo asociado a las razones y proporciones
(proporcionalidad en los lados del triangulo equilétero), asi como lo asociado a la argumentacion (argumentar si se
obtiene un triangulo equilatero, empleando el Teorema de Viviani.

En la fase 2 del Sentido Numérico, el uso algebraico del nimero se presenta al trabajar con la incognita en el teorema
de Pitagoras. Ademas, el uso algebraico, permite distinguir a los estudiantes lo que pueden y no pueden hacer con
los simbolos empleados en el diagrama triangular. Por lo tanto, el uso algebraico del nimero queda asociado a la
literal, asociado al pardmetro como cantidad variante y asociado a simbolos sin operacion en el trabajo con el
diagrama triangular.

En la fase 3 del Sentido Numérico, se puede establecer que aparecen argumentaciones auténomas articuladas acerca

del uso del nimero a partir de la asociacidn, a partir de la distribucion de los datos de fallecimientos asociados a
COVID-19 en México.
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En la fase 4 del Sentido Numérico, el trabajo que los estudiantes realizaron y sus juicios estan en contacto e
interaccion con la realidad exterior, de manera que se establece un doble proceso simultaneo y continuo: en donde,
a la vez, lo sucedido a nivel mundial durante la pandemia de COVID-19, influye en el juicio de los estudiantes, y
la perspectiva de los estudiantes se ve influida por su propia imagen construida durante el trabajo con los datos de
la Direccion General de Epidemiologia.

Conclusiones

A partir del trabajo realizado por los estudiantes en los diferentes momentos de la situacion de aprendizaje, se da
evidencia del desarrollo del Sentido Numérico en el transito de las cuatro fases propuestas. Las capacidades
numéricas adquiridas por los estudiantes les permiten la lectura e interpretacion de los datos de fallecimientos
asociados a COVID-19. Con lo cual, la situacion de aprendizaje permite adquirir independencia de criterio y juicio
critico. Se concluye que el desarrollo del Sentido Numérico y el desarrollo de competencias procedimentales y
actitudinales se conectan entre si, toda vez que las actitudes son contenidos inseparables de los conceptos y
procedimientos en el proceso de construccion del conocimiento. El uso del diagrama triangular a través de un uso
estructural del niimero les permitio a los estudiantes leer, procesar e interpretar la informacién proveniente de la
Direccion General de Epidemiologia y hacerla suya, mediante un riguroso analisis critico.

El uso aritmético, algebraico y geométrico del nimero que se emplea en el diagrama de composicion ternario o
diagrama triangular, les permitio a los estudiantes la resignificacion de la asociacion de los datos de fallecimientos
de COVID-19 en México.

El trabajo con los diferentes usos del numero en el diagrama triangular se puede considerar como una propuesta
para desarrollar el SNA en los estudiantes de un nivel medio superior y su vez les ayuda a concebir al nimero como
un elemento integrador de las matematicas y concebirlo mucho mas alla de los aritmético. E1 SNA es un tema de
gran interés en la matematica y puede ayudar a encontrar soluciones a problemas escolares. Se puede establecer
que, el diagrama triangular es una de las maneras de lograr el desarrollo del Sentido Numérico para que los
estudiantes sean capaces de hacer “uso del nimero” en ambitos algebraicos, geométricos y aritméticos. Es decir,
que sean capaces de desempefiarse como sistemas autoorganizados y logren la autonomia necesaria para generar
soluciones novedosas a problemas matematicos, con poco o ningun antecedente. Los estudiantes lograron una
integracion de los datos que les ayudoé a concebir de mejor manera lo sucedido durante la pandemia de COVID-19
en México, lo cual, no es posible si no se desarrollan destrezas de indole actitudinal. Este conjunto de actitudes se
desarrolla a través del trabajo con los teoremas de Viviani y Pitdgoras entre otros objetos matematicos, y constituyen
la base para la adquisicion de nuevas competencias cognitivas. También, les ayuda a lograr la transicion de
soluciones convencionales preexistentes, hacia nuevas aplicaciones. Adicionalmente, este tipo de propuestas les
permite a los estudiantes participar constructivamente como ciudadanos preocupados por la problematica generada
por la pandemia de COVID-19.
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Resumen

En este estudio se caracterizan los conocimientos de futuros profesores de matematicas de la Universidad de
Cuenca acerca del objeto matematico media aritmética. El estudio de abordaje cualitativo de tipo exploratorio
interpretativo indica que, de un total de veinte y dos futuros profesores participantes, veintiuno muestran poco
conocimiento sobre la complejidad del objeto media aritmética (entendida como pluralidad de significados),
presentando dificultades para justificar qué tipo de significado de media aritmética deben usar para resolver un
determinado problema.

Palabras Clave: conocimientos matematicos, formacion inicial, media aritmética

Abstract

This study characterizes the knowledge of prospective mathematics teachers, from the University of Cuenca, about
the mathematical object of arithmetic mean. This exploratory-interpretive-typed qualitative approach study
indicates that, from a total of twenty-two prospective participating teachers, twenty-one show little knowledge about
the complexity of the object arithmetic mean (understood as a plurality of meanings), presenting difficulties to
justify what kind of meaning of arithmetic mean they must use to solve a specific problem.

Key words: mathematical knowledge, initial training, arithmetic mean
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Introduccion

El interés por los procesos de mejora en la formacion del profesorado ha generado modelos teodricos para identificar
y clasificar el conocimiento del profesor (Davis y Renert, 2013; Fernandez, Llinares y Valls, 2012; Liston, 2015;
Mason, 2002; Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005). El modelo de competencias y conocimientos didactico-
matematicos del profesor de matematicas (CCDM), basado en el Enfoque Ontosemiotico (EOS) (Godino, Batanero
y Font, 2019) es uno de ellos. En el marco del CCDM, el constructo criterios de idoneidad didactica (CI) es una
de las herramientas que se ensefian en diversos dispositivos formativos para desarrollar en los profesores la
competencia de analisis de la idoneidad didactica de un proceso de instruccion (Godino, Giacomone, Batanero y
Font, 2017). La Idoneidad Didactica se compone por seis criterios con sus respectivos componentes e indicadores.
Uno de los criterios es el epistémico, que sirve para valorar la idoneidad matematica de un proceso de instruccion.
Dicho criterio, contempla, entre sus componentes, presentar a los alumnos una muestra representativa de la
complejidad de los objetos matemdticos. Tener en cuenta esta complejidad, como se sostiene en Burgos et al
(2018), implica, entre otros aspectos, que el profesor pueda plantear y resolver una tipologia diversificada de
problemas, encontrar diferentes soluciones y analizar los conocimientos involucrados en la proposicion y solucion
de dichos problemas.

En la linea de investigar sobre la incorporacion de la reflexion sobre “la complejidad del objeto matematico a
enseflar” en algunas experiencias de formacion de profesores, un estudio publicado en Calle, Breda y Font (2020),
con 95 docentes ecuatorianos de matematicas en ejercicio, apunta que la mayoria de ellos no lograban relacionar,
de forma correcta, el significado parcial del objeto media aritmética necesario para resolver un problema con su
enunciado correspondiente, demostrando poco conocimiento acerca de la complejidad de dicho objeto matematico
(entendida como pluralidad de significados). Dicho de otra manera, tenian dificultades para resolver una variedad
de problemas en los que alguno de los diferentes significados de la media aritmética era determinante.

Se trata de una dificultad relevante si se tiene en cuenta que: 1) en el contexto ecuatoriano, la propuesta curricular
del area de Matematica manifiesta que esta area esta enfocada al desarrollo del pensamiento logico y critico para
interpretar y resolver problemas de la vida cotidiana, implicando que el estudiante egresado del bachillerato sea
competente en tomar iniciativas creativas, ser proactivo, perseverante, organizado, y trabajar en forma colaborativa
para resolver problemas (Ministerio de Educacion, 2016). 2) los bajos resultados de las evaluaciones aplicadas a los
jovenes ecuatorianos por organismos nacionales e internacionales.

La realidad ecuatoriana, reflejada en los bajos resultados de las evaluaciones aplicadas a los jovenes por
organismos nacionales e internacionales (OCDE, 2017), requiere hacer efectiva la propuesta del Ministerio de
Educacioén y superar las graves dificultades de los estudiantes de bachillerato, que no cuentan con conocimientos
ni habilidades suficientes para participar de manera satisfactoria en la sociedad del saber. Este requerimiento del
pais pone en primer plano la necesidad de realizar cambios profundos en la formacién inicial y continua de
profesores de matematicas, hasta alcanzar los conocimientos y las competencias didactico matematicas que debe
tener el futuro profesor de matematicas (Godino, 2018) para desarrollar la competencia matematica de sus
alumnos.

En el marco de esta problematica, el objetivo de este trabajo es analizar los conocimientos de un grupo de futuros
profesores ecuatorianos de matematicas sobre la complejidad del objeto matematico media aritmética. Se ha
seleccionado dicho objeto matematico por sus multiples aplicaciones en contextos intra y extra matematicos
(Batanero, 2000).

A continuacion, se presenta el marco teorico, la metodologia utilizada, los resultados y algunas consideraciones
finales.
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En esta seccion exponemos, de manera breve, el modelo CCDM del EOS y la subcompetencia de analisis de la
idoneidad didactica y, con mas detalle, el componente “Representatividad de la complejidad del objeto matematico
que se quiere ensefiar” del criterio de idoneidad epistémica. Por tltimo, explicamos los significados parciales que
se han tenido en cuenta para describir la complejidad del objeto matematico “Media Aritmética”.

El' modelo CCDM y la Idoneidad Didactica

El Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento e Instruccion matematica (EOS) es un sistema teorico inclusivo en la
Educacion Matematica que articula diversas categorias de conocimientos y competencias (CCDM), de los
profesores de matematicas consideradas necesarias para una ensefianza idéonea de las matematicas (Godino,
Batanero y Font, 2019). En este modelo teérico se considera que las dos competencias clave del profesor de
matematicas son la competencia matematica y la competencia de analisis e intervencion didactica, siendo el nticleo
fundamental de esta ltima (Breda, Pino-Fan y Font, 2017) que consiste en disefiar, aplicar y valorar secuencias de
aprendizaje propias y de otros, mediante técnicas de analisis didactico y criterios de calidad, para establecer ciclos
de planificacion, implementacion, valoracion y plantear propuestas de mejora. Esta competencia general esta
formada por diferentes su competencias (Breda, Pino-Fan y Font, 2017): 1) subcompetencia de analisis de la
actividad matematica — esta subcompetencia, en Godino, Giacomone, Batanero y Font (2017), se descompone a su
vez en dos (competencia de analisis de significados globales y competencia de analisis ontosemiotico de practicas
matematicas) —; 2) subcompetencia de analisis y gestion de la interaccion y de su efecto sobre el aprendizaje de los
estudiantes; 3) subcompetencia de andlisis de normas y metanormas; y 4) subcompetencia de valoracion de la
idoneidad didactica de procesos de instruccion. En este trabajo nos centraremos, sobre todo en esta ultima
subcompetencia, mas en concreto una de sus componentes. La subcompetencia de valoracion de la idoneidad
didactica de procesos de instruccion hace hincapié en el analisis de idoneidad didactica, como una competencia para
la reflexion global sobre la practica docente, su valoracion y mejora progresiva (Giacomone, Godino y Beltran,
2018); por lo tanto, responde a qué criterios seguir en el disefio de secuencias de tareas, como desarrollar y evaluar
la competencia matematica de los alumnos y qué cambios hacer para conseguir metas de aprendizaje superiores.
Esta nocion se descompone en los siguientes criterios parciales de idoneidad didactica (Font, Planas y Godino,
2010):

v’ Idoneidad epistémica: se refiere al grado de representatividad e interconexion de los significados
institucionales implementados (o pretendidos) respecto de un significado de referencia. Las tareas o
situaciones-problemas son un componente fundamental en esta dimension, y deben involucrar diversos
objetos y procesos matematicos.

V' Idoneidad ecologica: grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto educativo del centro, la
escuela y la sociedad y a los condicionamientos del entorno en que se desarrolla.

V' Idoneidad cognitiva: grado en que los significados pretendidos e implementados estan en la zona de
desarrollo potencial de los alumnos, asi como la proximidad de los significados personales logrados a los
significados pretendidos/implementados.

V' Idoneidad afectiva: grado de implicacion (intereses, emociones, actitudes y creencias) del alumnado en el
proceso de estudio.

V' Idoneidad interaccional: grado en que las configuraciones didacticas y el discurso en la clase permiten, por
una parte, identificar conflictos semioticos potenciales (que se puedan detectar a priori), y por otra, resolver
los conflictos que se producen durante el proceso de instruccion.

v Idoneidad mediacional: grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos materiales y temporales
necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje.

En Breda y Lima (2016) y Breda, Pino-Fan y Font (2017) se aporta un sistema de componentes e indicadores que

sirve de guia de analisis y valoracion de la idoneidad didactica, que esta pensado para un proceso de instruccion en
cualquier etapa educativa.
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La idoneidad epistémica y la complejidad de los objetos matematicos

Tanto los componentes como los indicadores de los criterios de idoneidad didactica se han confeccionado teniendo
en cuenta las tendencias, los principios y los resultados de la investigacion en el area de Didactica de las
Matematicas (Breda, Font y Pino-Fan, 2018). En particular, para la idoneidad epistémica se ha tenido en cuenta un
principio fundamental del EOS que, con los matices propios de cada enfoque, es (o puede ser) asumido por otros
enfoques teodricos del area. Nos referimos al principio que se puede formular de la siguiente manera: los objetos
matematicos emergen de las practicas, lo cual conlleva su complejidad (Font, Godino y Gallardo, 2013; Rondero y
Font, 2015). De este principio se deriva un componente (representatividad) cuyo objetivo es que se tenga en cuenta,
dentro de lo posible, dicha complejidad en el disefio y redisefio de las secuencias didacticas (Pino-Fan, Castro,
Godino y Font, 2013).

El componente Representatividad de la complejidad de los objetos matematicos (entendida como pluralidad de
significados parciales), se refiere al grado de representatividad e interconexion de los significados institucionales
implementados (o pretendidos) respecto de un significado de referencia (Font, Pino-Fan y Breda, 2020; Giacomone,
Godino y Beltran-Pelliecer, 2018).

Cada uno de estos significados permite resolver tipos de problemas diferentes, por lo cual, si se quiere conseguir
que el alumno sea competente en la resolucion de una variedad de problemas, donde el objeto matematico en
cuestion tenga un rol determinante, es necesario que el alumno disponga de una red de significados parciales de
dicho objeto bien conectados entre si (Font, Breda y Seckel, 2017). En esta linea, se han realizado diferentes
investigaciones sobre la complejidad de la media aritmética, asi como la comprensién que tienen de ella los
estudiantes y profesores (Batanero, 2000, Calle, Breda y Font, 2020, Rondero y Font, 2015).

En la siguiente tabla (Font, Breda y Seckel, 2017), se recogen los indicadores del componente
Representatividad de la complejidad de los objetos matematicos del criterio de idoneidad epistémica.

Tabla 1. El componente Representatividad y sus indicadores.

Componente de la Idoneidad Indicadores
Epistémica

v Los significados parciales (definiciones, propiedades,
procedimientos, etc.) son una muestra representativa
de la complejidad de la nocién matematica que se
quiere ensefiar

v' Los significados parciales definiciones, propiedades,

Representatividad procedimientos, etc.) son una muestra representativa
de la complejidad contemplada en el curriculo de la
nocion matematica que se quiere ensefar.

v" Para uno o varios significados parciales seleccionados
para su implementacion, ;se contempla una muestra
representativa de problemas?

v Para uno o varios significados parciales seleccionados
para su implementacién, ;se contempla el uso de
diferentes modos de expresion (verbal, grafico,
simbolico...), tratamientos y conversiones entre los
mismos?

Fuente: Font, Breda y Seckel (2017).
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Primero hay que valorar si los significados parciales (definiciones, propiedades, procedimientos, etc.) seleccionados
para su implementacion son una muestra representativa de la complejidad de la nocidon matematica que se quiere
ensefiar (para ello la mirada se dirige a las matematicas). En segundo lugar, dado que el curriculo contempla parte
de estos significados parciales, hay que valorar si la muestra de significados presentes en el proceso de instruccion
son también una muestra representativa de los contemplados en el curriculo (en el curriculo en general, en la etapa
o ciclo o en el curso donde se realiza la implementacion). Una vez seleccionados uno o varios significados parciales
para su implementacion, valorar. Como minimo, si se contempla una muestra representativa de representaciones
del objeto y de problemas en los que se aplica o emerge.

Complejidad del objeto matemdatico Media Aritmética

Rondero y Font (2015) profundizan sobre los mecanismos de articulacion de la complejidad asociada al objeto
matematico media aritmética. Para ello, describen dicha complejidad en términos de diferentes significados: suma
de todos los valores dividida por el nimero de valores; estimacion de una medida de una magnitud; valor
representativo de un conjunto de datos; operador que asocia a un conjunto de datos un unico valor; promedio de
promedios y media ponderada. Ensefiando una muestra representativa de estos significados, podemos decir que el
maestro estaria trabajando, a través de la resolucion de problemas, la representatividad del objeto matematico media
aritmética y permitiendo que el estudiante articule o conecte los diferentes significados. En esta investigacion hemos
utilizado tres significados distintos: La media como valor representativo de un conjunto de datos; La media como
la estimacion de una medida; La media como valor que compensa los excesos con los defectos.

En esta investigacion, teniendo en cuenta los sujetos participantes, se consideraron tres de los significados parciales
de la media aritmética contemplados en Batanero (2000): la media como valor representativo de un conjunto de
datos; la media como la estimacion de una medida y la media como valor que compensa los excesos con los defectos
(equilibrio, equidad, etc.).

Metodologia

En esta investigacion se utilizd una metodologia con un enfoque interpretativo de tipo exploratorio. Se cont6 con
la participacion de 22 futuros profesores de matematicas que se encontraban cursando la asignatura de Algebra en
la Carrera de Pedagogia de las Ciencias Experimentales. El proceso se inici6 con la presentacion de tres significados
parciales del objeto media aritmética: la media como valor representativo de un conjunto de datos; la media como
la estimacion de una medida y la media como valor que compensa los excesos con los defectos (equilibrio, equidad,
etc.), significados extraidos de Batanero (2000). Una vez que se interiorizo la pluri-significacion de la media
aritmética, se consulté sobre la necesidad de que los estudiantes comprendan estos significados y puedan aplicar en
la resolucion de problema de contexto, para desarrollar competencias matematicas. Cuando los futuros docentes,
indicaron estar de acuerdo, se aplicd una prueba con tres problemas que debian resolver, relacionandolos con sus
significados correspondientes y justificando su respuesta. Los significados y problemas propuestos estan ubicados
en un nivel acorde a su formacion inicial como profesionales:
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Tabla 2. Problemas propuestos a los futuros profesores.

Problema A: Unos nifios llevan a clase caramelos. Andrés lleva 5, Maria 8, José 6, Carmen 1 y Daniel
no lleva ninguno. {Como repartir los caramelos de forma equitativa?

Problema B: Los siguientes valores se obtuvieron al medir la altura (cm.) alcanzada al saltar por un
grupo de alumnos antes y después del entrenamiento. ;Cree que el entrenamiento es efectivo?

Altura alcanzada en cm.

Alumnos Ana Bea Carol Diana Elena Fanny Laia Hilda Inés Juana

Antes del entrenamiento 115 112 107 119 115 138 126 105 104 115

Después del entrenamiento 128 115 106 128 122 145 132 109 102 117

Problema C: Ocho alumnos de la misma clase miden el peso de un objeto pequeiio usando el mismo
instrumento, obteniendo los siguientes valores en gramos: 6,2; 6,0; 6,0; 6,3; 6,1; 6,23; 6,15; 6,2. ;Cual
seria la mejor estimacion del peso real del objeto?

Fuente: Batanero (2000).

En el analisis de los resultados se valoro el razonamiento, a través de la justificacion de las respuestas brindadas.

Resultados y discusion

Los resultados obtenidos con 22 futuros profesores de Matematicas, al relacionar significados de media aritmética
con problemas propuestos, muestran que la mayoria puede hacerlo de manera correcta (Tabla 3). No obstante, el
razonamiento reflejado en la justificacion dada a cada problema, indica que los docentes no tienen presente la
complejidad del objeto matematico “media aritmética”.

Tabla 3. Evaluacion de respuestas dadas por 22 futuros profesores.

Significados de media aritmética Respuestas  Respuestas
correctas incorrectas

1. La media como valor que compensa los excesos con los 22 0

defectos

2. La media como la estimacion de una medida 16 6

3. La media como valor representativo de un conjunto de 16 6

datos

Fuente: Calle, Breda Font (2022).

Por un lado, las justificaciones dadas al problema A, son en su mayoria aceptables, debido a que, en el enunciado
del problema, se sugiere el significado de “media aritmética” como equilibrio o equidad que representa el distribuir
los caramelos entre los nifios (Figura 1).

Por otro lado, los problemas B y C implican un razonamiento mas exigente, mas dificil de justificar. A pesar de no
responder de manera aceptable, un importante porcentaje de docentes resuelven matematicamente los problemas;
es decir, obtienen la media aritmética y responden mas bien a las preguntas de los problemas propuestos, mas no a

la relacion solicitada (relacionar el tipo de problema con su significado correspondiente y justificar dicha relacion)
(Tabla 4).
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Tabla 4. Nivel de aceptacion a las justificaciones dadas por los futuros profesores de matemadticas, cuando relacionan
los significados de media aritmética con tres problemas propuestos.

Justificaciones de Total Porcentaje de aceptacion de resolucion
respuestas dadas de los problemas.
Problema A: Aceptables 18
No aceptables 4 82%
Aceptables 1
Problema B: No aceptables 17 5%
Ninguna justificacion 4
Problema C: Aceptables 1
No Aceptables 21 5%

Fuente: Calle, Breda y Font (2022)

A partir de estos resultados, se puede inferir que los profesores en formacion pueden resolver los problemas
propuestos, pero tienen dificultades para reflexionar sobre los diferentes tipos de significados y el establecimiento
de relaciones entre estos significados y los problemas que permiten resolver.

Dicho de otra manera, los futuros profesores tienen dificultad para comprender que existen varios significados de
un mismo objeto matematico, entendidos como su complejidad, que pueden ayudar a resolver un amplio abanico
de problemas.

Figura 1. Respuesta de un futuro profesor.

Problema A: Unos nifios llevan a clase caramelos. Andrés lleva 5, Maria 8, José 6, Carmen 1 y Daniel
no lleva ninguno. ¢Cémo repartir los caramelos de forma equitativa?

eNalor q
)

e ley

Oy er O 1 pUy

ha < ) 3

Problema B: Los siguientes valores se obtuvieron al medir la altura (cm.) alcanzada al saltar por un
grupo de alumnos antes y después del entrenamiento. ¢{Cree que el entrenamiento es efectivo?

Altura alcanzada en cm.

Alumnos Ana Bea Carol Diana Elena Fanny Laia Hilda Inés Juana

Antes del entrenamiento 115 112 107 119 115 138 126 105 104 115

Después del entrenamiento 128 115 106 128 122 145 132 109 102 117

La meqio mo . 1N OV na n da, porque vicw dan
datos 4 Dl | &S pUEs | enconttol euval es €l avance que ha {entdo
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Problema C: Ocho alumnos de la misma clase miden el peso de un objeto pequefio usando el mismo
instrumento, obteniendo los siguientes valores en gramos: 6,2; 6,0; 6,0; 6,3; 6,1; 6,23; 6,15; 6,2.
¢Cuél seria la mejor estimacion del peso real del objeto?

« o media mo valoyr repregentativd de un conondo | de dqlos ;
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Fuente: Calle, Breda y Font (2022).
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Los resultados obtenidos en esta investigacion, muestran que los docentes en formacion inicial en el area de
matematicas, si bien pueden resolver los problemas propuestos de forma correcta (Figura 1), tienen dificultades
para reflexionar sobre la complejidad del objeto matematico “media aritmética”. (Rondero y Font 2015). Se trata
de un resultado coincidente con la investigacion de Leavy y O’Loughlin (2006), cuando analizan la comprension
procedimental y conceptual del objeto matematico media aritmética, la cual muestra, en muchos casos, la limitada
comprension conceptual de dicho objeto por parte de los futuros profesores.

Este resultado coincide con otras investigaciones que muestran que los profesores presentan dificultades en
interpretar aspectos epistémicos de las tareas que proponen a sus estudiantes y de su potencial educativo (Stahnke,
Schueler y Roesken-Winter, 2016).

Conclusiones

Este trabajo tenia como objetivo caracterizar los conocimientos del futuro profesor de matematicas sobre los
diferentes significados de la media aritmética. Los resultados muestran que los 22 futuros docentes de la
Universidad de Cuenca pueden resolver los problemas sobre la media aritmética; sin embargo, cuando se les pide
justificar sus respuestas, se infiere que tienen dificultades para relacionar el tipo de problema propuesto con el
significado de la media aritmética determinante para la resolucion del problema y aun mads para justificar dicha
relacion.

Dada la importancia que tiene el desarrollo de la competencia matematica de los alumnos en el curriculum
ecuatoriano y, mas en general, en el curriculum de muchos paises, es importante fomentar la reflexion de los futuros
profesores sobre los diferentes significados de un objeto matematico, ya que presentar una muestra representativa
de esta variedad de significados permite a los alumnos poder resolver una variedad de problemas extra matematicos
(Font, Breda y Seckel, 2017).

Agradecimientos

Trabajo desarrollado en el marco del proyecto de investigacion PGC2018-098603-B-100 (MCIU/AEI/FEDER, UE).

Referencias Bibliograficas

Batanero, C. (2000). Significado y comprension de las medidas de posicion central. Uno.

Revista de Didactica de las Matematicas, 25, 41-58.

Breda, A., y Lima, V. M. R. (2016). Estudio de caso sobre el analisis didactico realizado en un trabajo final de un
master para profesores de matematicas en servicio. REDIMAT - Journal of Research in Mathematics
Education, 5(1), 74-10. Doi: 10.4471/redimat.2016.1955

Breda, A., Font, V., & Pino-Fan, L. (2018). Criterios valorativos y normativos en la Didactica de las Matematicas:
el caso del constructo idoneidad didactica. Bolema, Rio Claro, 32(60), 255-278.

Breda, A., Pino-Fan, L. R., y Font, V. (2017). Meta Didactic-Mathematical Knowledge of Teachers: Criteria for
The Reflection and Assessment on Teaching Practice. EURASIA Journal of Mathematics, Science and
Technology Education, 13, 1893-1918. Doi: 10.12973/eurasia.2017.01207a

Burgos, M., Beltran-Pellicer, P., Giacomone, B., y Godino, J. D. (2018). Conocimientos y competencia de futuros
profesores de matematicas en tareas de proporcionalidad. Educagdo e Pesquisa, 44, 1-22.

Calle, E., Breda, A., Font, V. (2020). ;Qué significado atribuyen a la media aritmética profesores de matematicas
en ejercicio? Revista Acta Latinoamericana de Matematica Educativa, 33(1), 643-652.

<145 -



Acra Lannuame“cana [IB SECCION 4/ EL PENSAMIENTO DEL PROFESOR, SUS PRACTICAS Y

Matematica Educativa ELEMENTOS PARA SU FORMACION PROFESIONAL

VOL 35, NUMERO 1, ANO 2022

Davis, B., & Renert, M. (2013). Profound understanding of emergent mathematics: broadening the construct of
teacher” disciplinary knowledge. Educational Studies in Mathematics Education, 82(2), pp. 245-265. doi:
10.1007/s10649-012-9424-8

Fernandez, C., Llinares, S., & Valls, J. (2012). Learning to notice students* mathematical thinking through on-line
discussions. ZDM. The International Journal on Mathematics Education Online First. doi: 10.1007/s11858-
012-0425-y.

Font, V., Breda, A., & Seckel, M. J. (2017). Algunas implicaciones didacticas derivadas de la complejidad de los
objetos matematicos cuando estos se aplican a distintos contextos. Revista Brasileira de Ensino de Ciéncia e
Tecnologia, 10(2), 1-23.

Font, V., Godino, J. D. y Gallardo, J. (2013). The emergence of objects from mathematical practices. Educational
Studies in Mathematics, 82, 97-124.

Font, V., Planas, N., y Godino, J. D. (2010). Modelo para el analisis didactico en educacion matematica. Infancia y
Aprendizaje, 33(1), 89-105.

Font, V., Pino-Fan, L., Breda, A. (2020). Una evolucion de la mirada sobre la complejidad de los objetos
matematicos. Revista Paradigma, 41(1), 107-129.

Giacomone, B., Godino, J. D., y Beltran-Pellicer, P. (2018). Developing the prospective mathematics teachers’
didactical suitability analysis competence. Educacdo e Pesquisa, 44, €172011.

Godino, J. D., Batanero, C., Font, V. (2019). El enfoque ontosemiotico: implicaciones sobre el caracter prescriptivo
de la didactica. For the Learning of Mathematics, 39(1), 37-42.

Godino, J. D., Giacomone, B., Batanero, C., y Font, V. (2017). Enfoque ontosemittico de los conocimientos y
competencias del profesor de matematicas. Bolema, 31(57), 90-113.

Leavy, A., O’Loughlin, N. (2006). Preservice teachers understanding of the mean: Moving beyond the arithmetic
average. Journal of mathematics teacher education, 9(1), 53-90.

Liston, M. (2015). The use of video analysis and the Knowledge Quartet in mathematics teacher education
programmes. International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 46(1), 1-12.
doi:10.1080/0020739X.2014.941423

Mason, J. (2002). Researching your own practice. The discipline of noticing. London: Routledge-Falmer.

Ministerio de Educacion. (2016). Curriculo vigente. Quito. Disponible en: << https://educacion.gob.ec/curriculo/>>

OCDE (2017), Marco de Evaluacion y de Analisis de PISA para el Desarrollo: Lectura, matematicas y ciencias.

Pino-Fan, L., Castro, W. F., Godino, J. D., y Font, V. (2013). Idoneidad epistémica del significado de la derivada
en el curriculo de bachillerato. Paradigma, 34(2), 123 — 150.

Rondero, C., y Font, V. (2015). Articulacion de la complejidad matematica de la media aritmética. Enserianza de
las Ciencias, 33(2), 29-49.

Rowland, T., Huckstep, P., & Thwaites, A. (2005). Elementary teachers™ mathematics subject knowledge: The
Knowledge Quartet and the case of Naomi. Journal of Mathematics Teacher Education, 8(3), 255-281.
doi:10.1007/s10857-005-0853-5

Stahnke, R; Schueler, S., & Roesken-Winter, B. (2016). Teachers™ perception, interpretation, and decision-making:
a systematic review of empirical mathematics education research. ZDM. The International Journal on
Mathematics Education, 48(1), 1-27. doi:10.1007/s11858-016-0775-

- 146 -



Clame -9 Acta L atinoamericana de SECCION 4 / EL PENSAMIENTO DEL PROFESOR, SUS PRACTICAS Y
ELEMENTOS PARA SU FORMACION PROFESIONAL

VOL 35, NUMERO 1, ANO 2022

Matemaética Educativa

ANALISIS DIDACTICO REALIZADO POR UN PROFESOR SOBRE
UNA PROPUESTA DE ENSENANZA DE LA PROBABILIDAD POR
MEDIO DEL USO DEL JUEGO TEXAS HOLD’EM

A TEACHER’S DIDACTIC ANALYSIS ON A TEACHING
PROPOSAL OF PROBABILITY BY USING TEXAS HOLD’EM GAME
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Resumen

Este trabajo busca identificar los criterios de idoneidad implicitos utilizados por un profesor cuando realiza el
analisis didactico del disefio de un proceso instruccional en lo cual se ha incorporado el uso del juego de poker
Texas Hold em para ensefiar probabilidad a estudiantes de secundaria. El analisis de contenido se realiz6 a partir
decategorias previas relacionadas con los Criterios de Idoneidad Didactica. Como resultado se observa que el nivel
de analisis didactico realizado por el profesor fue bajo y el mejor criterio considerado fue el ecoldgico, mientras
que, el interaccional fue nulo. Se concluye que el nivel bajo del analisis didactico se relaciona, sobre todo, por el
hecho de que la unidad didactica no fue implementada en el aula.

Palabras-clave: formacion de profesores, analisis didactico, ensefianza de la probabilidad

Abstract

This work seeks to identify the implicit suitability criteria used by a teacher when making the didactic analysis of
an instructional process design in which the use of Texas Hold'em poker game has been incorporated to teach
probability to high school students. The content analysis was carried out from previous categories related to the
Didactic Suitability Criteria. As a result, it is observed that the level of didactic analysis carried out by the teacher
was low and the best criterion considered was the ecological one, whereas the interactional one was null. It is
concluded that the low level of the didactic analysis is related, above all, to the fact that the didactic unit was not
implemented in the classroom.

Keywords: teacher training, didactic analysis, the teaching of probability
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Introduccion

Con la finalidad de formar a los profesores de matematicas en ejercicio en Brasil, en 2010 se inicio el Master
Profesional en Matematicas en la Red Nacional (PROFMAT) que se constituye como un curso de postgrado,
presencial y a distancia, ofrecido a profesores de matematicas que trabajan en la educacion basica en Brasil. Este
master tiene como objetivo principal, fomentar la mejora de la ensefianza de las matematicas en todos los niveles
(Brasil, 2013). Este trabajo forma parte de una investigacion mas amplia (Breda, 2020) que tiene como finalidad
investigar cuales son los criterios de idoneidad utilizados por los profesores participantes del PROFMAT, y en qué
medida los utilizan, para justificar que sus propuestas de trabajo de fin de master (TFM) implican una mejora en la
ensefianza de las matematicas en la Educacion Basica. Si bien los profesores que cursan dicho master no reciben
ninguna orientacion o pauta para realizar las reflexiones sobre sus procesos de instruccion, el TFM que deben
realizar es un espacio valorativo donde tienen que reflexionar sobre su propuesta didactica y justificar que se trata
de una innovacion. En este sentido, el objetivo de este trabajo es presentar un estudio de caso mediante el cual se
analizan cuales son los criterios de idoneidad didactica implicitos utilizados por un profesor (sin que €l conozca
dicha herramienta), al que llamaremos Ehlert (2014), cuando ¢l reflexiona sobre su proceso de instruccion que tiene
como foco la incorporacion de conexiones extramatematicas, en particular, la propuesta de ensefiar probabilidad
por medio del juego de poker Texas Hold em.

Marco teorico

En este trabajo se parte de la suposicion que el trabajo de fin de master (TFM) es una tarea que implica un ejercicio
de andlisis didactico, ya que en el TFM los profesores deben explicar una propuesta didactica y justificar por qué
esta significa una mejora para la ensefianza. En el campo de la Educacion Matematica no hay un consenso sobre los
"métodos para la valoracion y mejora de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas". Basicamente,
existen dos maneras de afrontar esta problematica, desde una perspectiva positivista o desde una de consensual
(Breda, Font y Pino-Fan, 2018). Desde la primera, la investigacion cientifica realizada en el area de Didactica de
las Matematicas nos dira cuales son las causas que hay que modificar para conseguir los efectos considerados como
objetivos a alcanzar, o, como minimo, nos dira cuales son las condiciones y restricciones que hay que tener en
cuenta para conseguirlos. Desde la perspectiva consensual, aquello que nos dice como guiar la mejora de los
procesos de instruccion de las matematicas, debe emanar del discurso argumentativo de la comunidad educativa,
cuando ésta estd orientada a conseguir un consenso sobre “lo que se puede considerar como mejor”. La nocion de
Criterios de Idoneidad Didactica (CID) propuesta por el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion e Instruccion
Matematicos (EOS, a partir de ahora) (Godino, Batanero y Font, 2007) se posiciona en la perspectiva consensual.
Dicha nocion es una respuesta parcial a la siguiente problematica: ;Qué criterios se deben utilizar para disefiar una
secuencia de tareas, que permitan valorar y desarrollar la competencia matematica de los alumnos y qué cambios
se deben realizar en su redisefio para mejorar el desarrollo de esta competencia? Los criterios de idoneidad pueden
servir primero para guiar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas y, segundo, para valorar sus
implementaciones. A priori, los criterios de idoneidad son principios que orientan “como se deben hacer las cosas”.
A posteriori, los criterios sirven para valorar el proceso de estudio efectivamente implementado. Esta nocion se
descompone en los siguientes criterios parciales (Font, Planas y Godino, 2010):

v’ Idoneidad epistémica: se refiere al grado de representatividad e interconexion de los significados
institucionales implementados (o pretendidos) respecto de un significado de referencia. Las tareas o
situaciones-problemas son un componente fundamental en esta dimensién, y deben involucrar diversos
objetos y procesos matematicos.

V' Idoneidad ecologica: grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto educativo del centro, la
escuela y la sociedad y a los condicionamientos del entorno en que se desarrolla.
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V' Idoneidad cognitiva: grado en que los significados pretendidos e implementados estan en la zona de
desarrollo potencial de los alumnos, asi como la proximidad de los significados personales logrados a los
significados pretendidos/implementados.

V' Idoneidad afectiva: grado de implicacion (intereses, emociones, actitudes y creencias) del alumnado en el
proceso de estudio.

V' Idoneidad interaccional: grado en que las configuraciones didacticas y el discurso en la clase permiten, por
una parte, identificar conflictos semidticos potenciales (que se puedan detectar a priori), y por otra, resolver
los conflictos que se producen durante el proceso de instruccion.

V' Idoneidad mediacional: grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos materiales y temporales
necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje.

En Breda y Lima (2016) y Breda, Pino-Fan y Font (2017) se aporta un sistema de componentes e indicadores que
sirve de guia de analisis y valoracion de la idoneidad didéctica (como ejemplo en la Tabla 1 se presenta el
componente Representatividad de la complejidad de la Idoneidad Epistémica y sus respectivos indicadores). Ese
sistema estd pensado para un proceso de instruccion en cualquier etapa educativa.

Tabla 1. E/ componente Representatividad de la complejidad y sus indicadores.

Componente de la Indicadores
Idoneidad
Epistémica

v Los significados parciales (definiciones, propiedades,
procedimientos, etc.) son una muestra representativa de la
complejidad de la nocién matematica que se quiere ensefiar

v' Los significados parciales definiciones, propiedades,
procedimientos, etc.) son una muestra representativa de la

Representatividad complejidad contemplada en el curriculo de la nocion
de la complejidad matematica que se quiere ensefiar.

de la nocion que v" Para uno o varios significados parciales seleccionados para
se quiere ensefar su implementacion, [se contempla una muestra

representativa de problemas?

v Para uno o varios significados parciales seleccionados para
su implementacion, ;se contempla el uso de diferentes modos
de expresion (verbal, grafico, simbolico...), tratamientos y
conversiones entre los mismos?

Fuente: Breda, Pino-Fan y Font (2017).

Metodologia

Se realiz6 el estudio cualitativo de un caso donde se investiga el andlisis didactico realizado por un profesor de
matematicas en servicio cuando este realiza su TFM. Se corrobora con Ponte (1994), que el estudio de caso se
caracteriza por un analisis muy particular. En este tipo de estudio el investigador no pretende cambiar la situacion,
pero si comprenderla tal como se presenta. Para analizar las reflexiones realizadas por el profesor sobre como
mejorar su practica docente, relacionada con el disefio de la propuesta didactica que propuso en su TFM, se realizo
un analisis de contenido a partir de categorias a priori relacionadas con los CID propuestos por EOS (Breda, et al.,
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2018; Godino, et al., 2007), los cuales son considerados, por dichos autores, como criterios que orientan un proceso
de instruccion idéneo en el contexto en que se realiza. Son los siguientes: Idoneidad Epistémica; Idoneidad
cognitiva; Idoneidad interaccional; Idoneidad mediacional; Idoneidad afectiva; Idoneidad ecologica.

Para analizar el uso implicito de los CID en el TFM, se estableci6 un nivel de escala discreta, variando de 0 a 3,
donde el resultado final de dicho valor se asigné mediante una triangulacion con dos especialistas del EOS. Es decir,
la asignacion fue realizada mediante la implicacion de investigadores del mismo campo tedrico a fin de tener
diferentes puntos de vista durante el analisis de los TFM — es lo que Lincoln y Guba (1985) denominan Member
Checking. En la Tabla 2 se explica las caracteristicas atribuidas para cada nivel.

Tabla 2. Nivel de asignacion para el uso de cada CID.

Nivel de
a;)sz:%:i;l((l): Caracteristicas
CI
v' En el TFM no se contempla ningin parrafo que pueda ser
0 considerado como evidencia del uso implicito o explicito de
algin componente o indicador del criterio de idoneidad
didactica que se estd analizando.
v" En el TFM se presentan, de manera esporadica, algunos
1 parrafos que puedan ser considerados como evidencia del uso
implicito o explicito de algiin componente o indicador del
criterio de idoneidad didactica que se estd analizando.
v En el TFM se contemplan algunas evidencias del uso
) implicito y explicito de la mayoria de los componentes y sus
respectivos indicadores del criterio de idoneidad didactica
que se esta analizando.
3 v Cuando las evidencias del nivel 2 son parrafos que presentan

bastante detalle, profundidad y coherencia.

Fuente: Breda (2020)

Es importante sefialar que el nivel de cada criterio fue establecido, no s6lo teniendo en cuenta el niimero de
componentes e indicadores de cada criterio usados por el autor del TFM, sino también, por el detalle y la coherencia
de las evidencias de dicho uso (por ejemplo, que los comentarios de los profesores no sean superficiales o
intranscendentes).

Resultados

Ehlert (2014) inicia el TFM argumentando que el estudio de la probabilidad, desde su enfoque historico, esta ligado
a los juegos de azar, justificando que el juego de poquer, aunque presenta un concepto ambiguo—porque, por un
lado, algunos lo consideran un juego de azar, mientras que otros lo consideran un deporte—enriquece el aprendizaje
y conduce a un conocimiento mas significativo de la probabilidad para los estudiantes. Por estas razones, el autor
argumenta que el contexto del poéquer es apropiado para ensefar probabilidad. El autor también comenta que, en
los parametros curriculares de Brasil, los contextos de juego son importantes y deben ser considerados para
posibilitar el enfoque de resolucion de problemas en la Educacion Basica.

En el segundo capitulo del TFM explica a qué publico estara dirigida la actividad (estudiantes de tercer afio de
secundaria) y los recursos necesarios para llevarla a cabo. Destaca que la propuesta sirve para profundizar en los
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siguientes contenidos: Principio fundamental del conteo; Combinaciones simples; Experimento aleatorio; Espacio
muestral; Evento; Definicion clasica de probabilidad; Propiedades de la probabilidad y probabilidad condicional.
En cuanto a como se abordaran estos contenidos, el autor explica que no es necesario conocer las reglas de Holed'em
y que las actividades refuerzan los conceptos de combinatoria y probabilidad. Ademas, explica que se debe trabajar
la propuesta, preferentemente, con el uso de calculadora, y que las probabilidades se deben presentar en notacion
porcentual. El autor también comenta posibles dificultades previstas para la realizacion de la propuesta, como, por
ejemplo, la complejidad del tema probabilidad. Por otro lado, sostiene que el poéquer no tiene problemas, dada la
facilidad con la que se puede trabajar este tipo de juego con los estudiantes.

En el tercer capitulo, el autor pone a disposicion del lector una colecciéon de problemas que tiene como objetivo
profundizar en el conocimiento de la combinatoria y la probabilidad en el contexto del juego de poquer, como, por
ejemplo, calcular el nimero de combinaciones posibles para cada mano de poquer, calcular la probabilidad de que
el river sea favorable, calcular la probabilidad de que las cartas comunitarias sean favorables, calcular la
probabilidad de recibir determinadas cartas y calcular la probabilidad de que cada jugador gane la partida.

En el cuarto capitulo, el autor comenta que su propuesta presenta conexiones interdisciplinarias con la Sociologia,
con la Educacion Fisica y con la Lengua Inglesa, respectivamente. Explica que, en la Sociologia, el profesor
asumiria el papel de mediador del debate, complementando y sensibilizando a los alumnos sobre los beneficios de
los juegos que utilizan la estrategia y el razonamiento légico, alertando a los alumnos sobre los posibles riesgos
asociados al mundo de los juegos. Sostiene que la Educacion Fisica podria contribuir al estudio o fomentar la
investigacion entre los estudiantes sobre los llamados deportes mentales. Con relacion a la Lengua Inglesa, el autor
cree que se podria realizar un trabajo centrado en las expresiones que se utilizan en el poquer, ya que estas se
encuentran en el idioma inglés.

El autor finaliza el TFM justificando que su propuesta es una innovacion, ya que se relaciona con los contextos
cotidianos de los estudiantes, es decir, es una propuesta contextualizada. Ademas, el autor cree haber construido
una propuesta de intervencion pedagogica que permite lograr la participacion de los estudiantes, el interés por los
calculos de probabilidad y el gusto por estudiar matematicas. También comenta que no se aplic6 la propuesta, pero
presenta referencias de que su propuesta despierta interés y la trata como un deporte mental que sirve como un buen
instrumento para la resolucion de problemas.

Luego de presentar un resumen del TFM de Ehlert (2014), mostraremos cudles y en qué medida los CID propuestos
por el EOS son contemplados implicitamente por el autor en el intento de justificar que la propuesta didactica
presentada en su TFM representa una mejora en la ensefianza de las matematicas.

Idoneidad Epistémica

Errores
En las descripciones de Ehlert (2014), no hay comentarios sobre posibles errores que pueda cometer el docente
desde el punto de vista matematico.

Ambigiiedades

El autor del TFM, al evaluar de manera general la actividad planificada, no considera la posibilidad de que un
enfoque particular de algunas de las actividades planificadas pueda causar ambigiiedades o entendimientos
confusos en los estudiantes.

Riqueza de procesos

El autor del TFM justifica la calidad de su propuesta innovadora argumentando que este tipo de tareas, es decir, el
uso del juego de poquer Texas Hold'em, incentiva a los estudiantes a realizar procesos matematicos relevantes, en
particular, el proceso de resolucion de problemas, sin embargo, al verificar las actividades propuestas por el autor,
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existe una baja exploracion de los procesos que argumenta en su TFM, ya que las actividades se repiten y que, en
su mayoria, se resuelven utilizando el algoritmo niimero de casos favorables por el nimero de casos posibles.

Durante este trabajo asociamos el juego con la resolucion de problemas. Creemos que la resolucion de
problemas es una metodologia indispensable para ensefiar matematicas de calidad. Cuando desarrollamos
una ensefianza basada en la resolucion de problemas, con aplicaciones de los contenidos estudiados,
estamos valorando la importancia de las matematicas en el contexto sociocultural, estamos motivando a los
alumnos a estudiar y, simultdneamente, los estamos preparando para la ciudadania. En contraste con la
simple reproduccion de procedimientos y la acumulacion de informacion, los educadores matematicos
apuntan a la resolucion de problemas como el punto de partida de la actividad matematica. Esta opcion trae
implicita la conviccion de que el conocimiento matematico tiene sentido cuando los estudiantes se enfrentan
a situaciones desafiantes y trabajan para desarrollar estrategias de resolucion. (Brasil, 1998 citado en Ehlert,
2014, p. 60).

Representatividad

Varios autores han analizado la complejidad del objeto probabilidad matematica y la han caracterizado de diferentes
formas: intuitiva, clasica (Laplace), frecuencial, axiomatica (matematica) y subjetiva (Batanero, 2005). Seglin este
mismo autor, estos diferentes significados histdricos de probabilidad son los que aun persisten y se utilizan en la
ensefianza de la probabilidad. Segiin Batanero, (2005), de todas las acepciones parciales que componen el objeto
matematico probabilidad, el autor de TFM presenta reflexiones sobre la nocion clasica de Laplace y sobre la idea
de “azar” y no sobre las demads nociones. Lo que nos lleva a entender que no se explord la complejidad del objeto
probabilidad y, en ese sentido, concluimos que hubo poca reflexion sobre el componente relacionado con la
representatividad de la complejidad de la nocidon que se quiere ensefiar.

Definicion clédsica de probabilidad: cuando en un experimento aleatorio, con espacio muestral finito,
considerando que todo evento elemental tiene la misma “posibilidad” de ocurrir (el espacio es
equiprobable), la probabilidad de que ocurra el evento A, indicada por P(4), es un numero que mide esta
posibilidad y viene dado por:

P(A) _ nimerodeelementos de A_ n(4) (Ehlert, 2014, p. 27).

nimerodeelementos de O n(Q)’

Dada la baja reflexion relacionada con los componentes y descriptores que componen el criterio de idoneidad
epistémica, evaluamos su uso en 1.

Idoneidad Cognitiva

En este TFM se observa que el autor realiza comentarios, reflexiones, etc. lo que nos permite concluir que tiene en
cuenta, en la mayoria de los casos, de forma implicita, algunos indicadores de idoneidad cognitiva.

Conocimiento previo

El autor no presenta detalles sobre los conocimientos previos que deben tener los estudiantes para trabajar su
propuesta didéctica. Sin embargo, argumenta que las actividades son de refuerzo y, por lo tanto, sugiere
implicitamente que los estudiantes deben tener algin conocimiento de combinatoria y probabilidad clasica.

Las actividades asociadas al poker desarrolladas en este trabajo son propuestas pedagogicas para madurar
y profundizar el conocimiento de la combinatoria y, principalmente, el conocimiento de la teoria de la
probabilidad. Para aplicar esta propuesta, no es necesario que el profesor y los alumnos conozcan todas las
reglas o sepan jugar al Texas Hold'em. Solo se recomienda utilizar algunos conceptos basicos del juego,
como el ranking de manos y la composicion de la baraja de cartas. Con estos conocimientos minimos, ya
es posible aplicar las actividades en el aula. (Ehlert, 2014, p. 28).
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Adaptacion curricular a las diferencias individuales

En el informe del autor, no hay argumentos que puedan identificar actividades de expansion o refuerzo. Ademas,
consideramos que no se puede concluir que el autor haya pensado en abordar la diversidad a la hora de plantear su
propuesta.

Aprendizaje

El autor evidencia haber planeado realizar algin tipo de evaluacion con los estudiantes, ni argumenta como la
actividad mejora su aprendizaje en torno al tema de probabilidad.

Alta demanda cognitiva

El autor justifica la calidad de su propuesta, ya que considera, aunque sea implicitamente, que responde a una alta
demanda cognitiva en sus alumnos, una vez que las actividades propuestas activan procesos cognitivos relevantes
como la resolucion de problemas.
Durante este trabajo asociamos el juego con la resolucion de problemas. Creemos que la resolucion de
problemas es una metodologia indispensable para ensefiar matematicas de calidad. (Ehlert, 2014, p. 60).

Dada la poca reflexion del autor sobre los conocimientos previos, la adaptacion curricular a las diferencias
individuales y el aprendizaje, evaluamos la utilizacion del criterio de idoneidad cognitiva en 1.

Idoneidad Interaccional

En general, el autor no presenta ningun comentario y no da evidencia de haber tenido en cuenta los componentes
contemplados en la idoneidad interaccional. En este caso, dada la ausencia de argumentacion en este criterio,
consideramos que la reflexion con relacion a la idoneidad interaccional fue nula.

Idoneidad Mediacional

Recursos materiales (Manipulativo, calculadora, computadora)
En cuanto al uso de recursos, el autor argumenta la preferencia por la calculadora y el material manipulativo (la
baraja de cartas) en su proceso de instruccion. Ademas, explica, en su TFM, donde y como se pueden utilizar dichos
recursos.
[...] se recomienda permitir el uso de la calculadora a los estudiantes, pues, de esta manera, tienen la
oportunidad de familiarizarse con este equipo. (Ehlert, 2014, p. 28). Una baraja de 52 cartas consta de 4
naipes (corazones, diamantes, picas y tréboles). Cada naipe tiene 13 cartas, del 2 al 10, J (jota), Q (reina),

K (rey) y A (as).

Numero de alumnos, horario y condiciones del aula

Respecto a este componente, el autor no hace ninglin comentario, por lo que implicitamente se entiende que no
asumio o no encontrd ningun problema en este aspecto.

Tiempo (De la ensefianza colectiva, tiempo de aprendizaje)

El autor no reflexiona sobre el tiempo y/o el ntimero de clases previstas para realizar la actividad.

Dado el poco uso de los indicadores que forman los componentes explicados anteriormente, evaluamos el uso del
criterio de idoneidad mediacional en 1.

Idoneidad Afectiva

Intereses y necesidades

En cuanto a los componentes relacionados con la idoneidad emocional, el autor presenta argumentos Unicamente
sobre el tema de los intereses y necesidades, cuando justifica que su propuesta incluye una seleccion de tareas
interesantes, que forman parte del cotidiano de los estudiantes.
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De esta forma, estamos fomentando la ensefianza de acuerdo con las directrices vigentes de la educacion
matematica y, sobre todo, buscamos despertar la atencion, el interés y la motivacion de los alumnos por el
calculo de probabilidades y por el estudio de las matematicas. (Ehlert, 2014, p. 18).

El tinico componente que el autor considera en su TFM relacionado con la idoneidad afectiva son los intereses y
necesidades. Sin embargo, aun contemplando este componente, es claro que el autor no tiene en cuenta una apertura
a los posibles intereses y necesidades que puedan surgir de los estudiantes. Por estas razones, evaluamos el uso de
la idoneidad emocional en 1.

Idoneidad Ecologica

Innovacion didactica

De acuerdo con los lineamientos establecidos por el PROFMAT, los docentes deben justificar que sus propuestas
son una innovacion para la ensefianza de las matematicas en la Educacion Basica. En este caso, el autor considera
que su innovacion pasa por realizar actividades que, a través de la resolucion de problemas, sean mas atractivas
para los alumnos y les conduzcan a un aprendizaje mas eficiente.

Asi, las actividades pedagogicas propuestas en este trabajo se basan en metodologias que se sostienen en
varios lineamientos para la ensefianza de las matematicas. También pensamos que nuestra busqueda de
alternativas didécticas que reemplacen metodologias tradicionales y desalentadoras por un estudio mas
atractivo, que desafie a los estudiantes a través de la resolucion de problemas, son indicios de que estamos
conduciendo las matematicas hacia una ensefianza mas significativa y eficiente. (Ehlert, 2014, p. 60).

Adaptacion al curriculo

La propuesta analizada se adapta al curriculo de la Educacion Bésica, pues por un lado se trata de un tema -la
probabilidad- que ya esta incluido en los parametros curriculares nacionales y, por otro lado, es un enfoque de
estudio a través de la resolucion de problemas generado a través del juego. Constituye, por tanto, una forma de
ensefiar matematicas, defendida también por los parametros curriculares.

En este sentido, la inclusion de juegos representa una importante herramienta pedagogica para despertar el
interés de los estudiantes por el estudio de las matematicas. Segun los Parametros Curriculares Nacionales
de Matematicas (PCN), del Ministerio de Educacion (MEC), consideran: la resolucién de problemas y la
buisqueda de soluciones. (Brasil, 1998 apud Ehlert, 2014, p. 18).

Asi, también pretendimos explorar los objetivos de estos contenidos dentro de las matematicas, los cuales,
segun lineamientos didacticos complementarios, se basan en: identificar datos y relaciones involucradas en
una situacion-problema que involucre razonamiento combinatorio, utilizando procesos de conteo;
reconocer el caracter aleatorio de los fendmenos y eventos naturales, cientifico-tecnoldgicos o sociales,
entendiendo el significado y la importancia de la probabilidad como medio de prediccion de resultados;
cuantificar y hacer predicciones en situaciones aplicadas a diferentes dreas del conocimiento y de la vida
cotidiana que involucran el pensamiento probabilistico; identificar en diferentes areas cientificas y otras
actividades practicas, modelos y problemas que hagan uso de la estadistica y las probabilidades. (Brasil,
2002 apud Ehelert, 2014, p. 18-19).

Es importante subrayar que el autor justifica que su propuesta se ajusta a los pardmetros curriculares cuando asume
que el uso de juegos en el aula facilita el aprendizaje de los estudiantes, sin embargo, en ningiin documento

curricular se fomenta el uso de juegos de azar en el contexto escolar.

Conexiones intra e interdisciplinares

El autor explica en su TFM que su propuesta permite establecer conexiones interdisciplinarias, pues le preocupa
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que la actividad propuesta sea abordada en las clases de Sociologia, Educacion Fisica e Inglés. En cuanto a las
conexiones interdisciplinares, como argumentado en el item Representatividad de la complejidad, se considera que
el autor no reflexiond sobre el significado parcial clasico de probabilidad con los demas significados o con otros
contenidos matematicos.

En esta propuesta, desde la Sociologia, el docente asumiria el papel de mediador del debate,
complementando e instigando a los estudiantes a tomar conciencia de los beneficios de los juegos que
utilizan la estrategia y el razonamiento l16gico. Corresponde también al docente no omitir del debate la
advertencia de los posibles riesgos asociados al mundo de los juegos. Riesgos como ser adicto al juego o
ser un jugador compulsivo hasta el punto de comprometer las finanzas personales. La disciplina de la
Educacion Fisica podria contribuir al estudio o coordinar la investigacion entre los estudiantes sobre los
llamados deportes mentales o deportes de la mente. En esta tarea se caracterizarian los principales deportes
de esta modalidad, como el ajedrez, las damas y el poquer. En cuanto a la interdisciplinariedad con el idioma
inglés, se podria realizar un trabajo basado en las expresiones inglesas utilizadas en el poker. Como Texas
Hold'em se origino en los Estados Unidos, todas las nomenclaturas originales estan en inglés. En Brasil, la
traduccion al portugués de muchos de estos términos no es habitual, por lo que contintian usandose en el
idioma original. (Ehlert, 2014, p. 57).

Utilidad social y laboral

El autor presenta argumentos en cuanto a la utilidad sociolaboral de su propuesta innovadora, en especial que su
propuesta se inserta en el contexto sociocultural del estudiante y lo prepara para la ciudadania.

Cuando desarrollamos una ensefianza basada en la resolucion de problemas, con aplicaciones de los
contenidos estudiados, estamos valorando la importancia de las matematicas en el contexto sociocultural,
estamos motivando a los alumnos a estudiar y, simultdneamente, los estamos preparando para la ciudadania.
(Ehlert, 2014, p. 60).

En contraste con la simple reproduccion de procedimientos y la acumulacion de informacion, los
educadores matemadticos apuntan a la resoluciéon de problemas como el punto de partida de la actividad
matematica. Esta opcion trae implicita la conviccién de que el conocimiento matematico cobra sentido
cuando los estudiantes tienen situaciones desafiantes para resolver y trabajan para desarrollar estrategias de
resolucion. (Brasil, 1998 apud Ehlert, p.60).

La propuesta aqui analizada tiene en cuenta la mayoria de los componentes que componen la idoneidad ecoldgica,
con excepcion de las conexiones intradisciplinares y, por ello, evaluamos el uso del criterio ecologico en el nivel 3.
En la Figura 1, se presenta una grafica del nivel de uso implicito de cada uno de los CID en las reflexiones que hace
el profesor con elacion a la propuesta de ensefianza que presenta en su TFM.
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Figura 1. Nivel de uso implicito de cada CID.

Nivel de uso implicito de los CID
Idoneidad Epistémica
2

Idoneidad Ecologica > Idoneidad Cognitiva

Idoneidad Afectiva Idoneidad Mediacional

Idoneidad Interaccional

Fuente: Breda, Salay Farsani (2022)

Conclusiones

En términos generales, el nivel de analisis didactico de este TFM que realiz6 el profesor puede considerarse bajo, y
el criterio mejor contemplado por el autor fue el ecoldogico. Aunque el autor justifique que su propuesta es
innovadora mediante el uso del juego Texas Hold’em para ensenar la probabilidad estableciendo el proceso de
conexion extramatematica, se entiende que, en la propuesta presentada, esta conexion se materializa
superficialmente, explorando muy poco los procesos relevantes para la actividad matematica, tal como se describe
en los criterios de idoneidad epistémica. El hecho de que esta propuesta no hubiera estado implementada, influye
en que presente una baja reflexion en relacion a las idoneidades afectiva y cognitiva y que la reflexion acerca a la
idoneidad interaccional fuese nula. Se concluye que la propuesta presenta un desequilibrio en el uso de idoneidades,
resultado que se corrobora con el encontrado en (Breda et al., 2017).

Un aspecto, dificil de explicar, es la razon por la cual los CID funcionan implicitamente como regularidades en el
discurso de los profesores, sin habérsele ensefiado el uso de esta herramienta para pautar su reflexion. Una posible
explicacion es que la formacion recibida en el PROFMAT los ha llevado a realizar este tipo de analisis. Sin embargo,
la investigacion de Caldatto, Pavanello y Fiorentini (2016) nos lleva a creer que las caracteristicas de la formacion
recibida en el PROFMAT no promueven en los profesores participantes este tipo de reflexion. Por tanto, una
explicacion plausible de que los criterios, sus componentes e indicadores funcionen como regularidades en el
discurso del profesor es que reflejan consensos sobre como debe ser una buena ensefianza de las matematicas
ampliamente asumidos en la comunidad de educadores matematicos; y es plausible pensar que el uso implicito que
hace el profesor de los criterios de idoneidad didactica se debe a su formacién y experiencia previa, la cual le hace
participe de dichos consensos (Breda, 2020).
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Resumen

En este articulo se analiza el proceso que sigue un grupo de alumnos universitarios para determinar una equivalencia
logica. Para ello se analiza la actividad de dichos alumnos cuando resuelven en el aula de clases la tarea de
determinar si una expresion logica es logicamente equivalente a otra. Esto ha permitido describir el crecimiento,
progreso o evolucion de su comprension a través de los diferentes niveles de comprension siguiendo el modelo
propuesto por Pirie y Kieren. Las interacciones entre los alumnos les permiten avanzar desde el nivel de
Conocimiento Primitivo hasta el nivel de Observacion.

Palabras clave: pirie y kieren, modelo mental, equivalencia 16gica, demostracion matematica

Abstract

This article analyzes the process followed by a group of university students to determine a logical equivalence. The
activity of these students is analyzed when they solve, in the classroom, the task of determining whether a logical
expression is logically equivalent to another. This has made it possible to describe the growth, progress or evolution
of their understanding through the different levels of understanding, following the model proposed by Pirie and
Kieren. Interactions between students allow them to advance from the primitive knowledge level to the observation
level.

Key words: pirie and kieren, mental model, logical equivalence, mathematical proof
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Introduccion

El estudio de las demostraciones formales es fundamental para los estudiantes de carreras con fuerte carga
matematica. Entre otras cosas, es necesario formar adecuadamente el conocimiento de la naturaleza de las
demostraciones matematicas, y particularmente la nocion de Validez Logica, para lo cual es necesario el
conocimiento del concepto de Equivalencia Logica (Alfaro Carbajal, Flores Martinez y Valverde Soto, 2019). Por
ello es importante que los primeros cursos de carreras como Licenciatura en Matematica y Licenciatura en
Estadistica enfaticen la importancia del concepto de Equivalencia Logica.

El profesor formador de matematicos debe conocer los rudimentos de la evolucion de la comprension de un concepto
tan elemental. Por ello nos preguntamos, ;como se caracteriza la evolucion o el crecimiento de la comprension del
concepto de Equivalencia Logica en los alumnos de primer afio de carreras como las mencionadas?

Asi es como en este estudio se explora el crecimiento de la comprension del concepto de Equivalencia Logica en
un grupo de alumnos basandose en el modelo de Crecimiento de la Comprension Matematica de Pirie y Kieren
(1989, 1994).

Marco tedrico

Existen multiples aproximaciones al concepto Comprension (Meel, 2003). Una de estas aproximaciones es la base
del modelo de Pirie y Kieren (1989):

La comprension matematica se puede definir como estable pero no lineal. Es un fendmeno recursivo, y la recursion
parece ocurrir cuando el pensamiento cambia los niveles de sofisticacion. De hecho, cada nivel de comprension se
encuentra contenido dentro de los niveles subsiguientes. Cualquier nivel particular depende de las formas y los
procesos del mismo y, ademas, se encuentra restringido por los que estan fuera de é1. (p. 8)

El de Pirie y Kieren (1989) es un modelo de ocho niveles: Conocimiento Primitivo, Creacion de Imagen,

Comprension de la Imagen, Observacion de la Propiedad, Formalizacion, Observacion, Estructuracion, e Invencion.
Se han tomado las traducciones de Meel (2003). Ver Figura 1.

Figura I: Esquema del Modelo de Pirie y Kieren (1989, 1994)

- Conocimiento

Primitivo
(CpP)
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A continuacion, se presentan brevemente las descripciones de los niveles:

«Conocimiento Primitivo» (CP) se refiere al conocimiento previo que el alumno tiene. Es el punto inicial,
posiblemente una gran cantidad de informaciéon que puede o no dar forma a la evolucion de la comprension. Esta
formado por todo lo que el estudiante sabe y puede hacer excepto el conocimiento sobre el concepto considerado.
Lo que el estudiante ya sabe sobre el concepto objeto de estudio forma parte del resto de niveles del modelo.

«Creacion de Imagen» (Crl) es el nivel donde se desarrollan las conexiones entre los referentes y los simbolos,
formando imagenes (no necesariamente pictoricas). Cuando el estudiante precisa de actividades concretas para
representar de algin modo el concepto matematico objeto de estudio, se encuentra en este nivel.

«Comprension de la Imageny (Col) es cuando se desarrollan las imagenes mentales. Si el alumno es capaz de utilizar
una construccion mental sobre el concepto sin necesidad de realizar actividades concretas o trabajar con ejemplos
particulares, el alumno se encontrara en este nivel.

«Observacion de la Propiedad» (OP) es cuando se desarrollan las propiedades que relacionan que Vinner (1983)
llama Imagen de Concepto. Es decir que se alcanza este nivel cuando el estudiante trabaja con las imagenes que ya
posee y es capaz de reflexionar buscando propiedades y tratando de generalizarlas.

«Formalizacion» (F) es cuando se forman propiamente las Definiciones de Concepto de Vinner (1983) donde las
definiciones generales proporcionadas por los estudiantes deben ser equivalentes a una definicion matematica
adecuada, aunque el lenguaje utilizado para describir el concepto no tiene necesariamente que ser un lenguaje
matematico formal. Es cuando el alumno tiene la capacidad de pensar sobre las propiedades ya generalizadas y
trabajar con el concepto como objeto formal, sin hacer referencia a una acciéon o imagen particular.

«Observacion» (O) es el nivel en el que el estudiante es capaz de observar, estructurar y organizar los procesos de
pensamiento personales y reconocer las ramificaciones de los procesos de pensamiento. Ademas es cuando puede
combinar las definiciones, ejemplos, teoremas y demostraciones para identificar los componentes, las conexiones y
los medios para cruzar en tales conexiones.

«Estructuraciony» (E) es cuando el estudiante puede explicar propiedades mediante un sistema axiomatico. En este
momento el estudiante es capaz de concebir las demostraciones de las propiedades asociadas al concepto.
«Invencion» (I) es el nivel en el que el alumno tiene la capacidad de liberarse del conocimiento estructurado que
representa la comprension total y puede crear preguntas totalmente nuevas que tendrian como resultado el desarrollo
de un concepto nuevo. Es decir, cuando el alumno es capaz de preguntarse ;qué pasaria si...?

Como describen Pirie y Kieren (1990, 1994), este es un modelo de naturaleza fractal, ya que los niveles externos

crecen en forma recursiva desde los niveles internos, pero el conocimiento a un nivel externo permite y retiene los
niveles internos. Los niveles externos se insertan y envuelven a los internos. Ver Figura 2.
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Figura 2: Naturaleza recursiva de los niveles del modelo de Pirie y Kieren

onocimiento
Primitivo
(CP)

Una caracteristica muy importante del modelo es el Redoblado (Pirie y Kieren, 1994). Cuando el alumno se
encuentra con un problema cuya solucion no se puede encontrar en forma inmediata, es necesario volver a doblar
para llegar a un estrato mas interno y luego extender la comprension actual e inadecuada a partir de ahi. Esto provoca
la re-examinacion de la comprension de forma diferente a como se hizo previamente.

Otra caracteristica del modelo son los Limites de Falta de Necesidad (Pirie y Kieren, 1994). Estos limites ocurren
cuando el estudiante pasa a una comprension mas elaborada y estable que no requiere necesariamente los elementos
de los estratos mas bajos. Estos limites son tres: (a) entre los niveles Creacion de Imagen (Crl) y Comprension de
la Imagen (Col), (b) entre los niveles de Observacion de la Propiedad (OP) y Formalizacion (F), y (c) entre los
niveles de Observacion (O) y Estructuracion (E). Estos limites pueden verse en las Figuras 1 y 2 como lineas
divisorias mas gruesas.

Este modelo se ha utilizado en multiples investigaciones para explorar y caracterizar la comprension de diferentes
conceptos matematicos.

Meel (2003) hace una revision de la evolucion reciente de algunos marcos teoéricos sobre la comprension
matematica, como las teorias de Pirie y Kieren (1989, 1990, 1992, 1994), la APOE de Dubinsky (1991), Dubinsky
y Mcdonald (2001), los obstaculos cognitivos de Cornu (1991) y Sierpinska (1987) sobre el concepto de limite, la
definicion de concepto e imagen de concepto de Tall y Vinner (1981), y Vinner (1983, 1991), las representaciones
multiples de Kaput (1985) y sobre las concepciones operacionales y estructurales de Sfard (1991). Principalmente
el articulo analiza y compara las definiciones de Comprension Matematica propuestas por el modelo de Pirie y
Kieren y el de Dubinsky, que segiin Meel (2003) son ambos de origen constructivista.

La tesis doctoral de Gallardo Romero (2004) analiza la comprension del conocimiento del algoritmo estandar para
la multiplicacion de nimeros naturales en estudiantes de primaria utilizando dos modelos, uno de ellos es el de Pirie
y Kieren (1989, 1994).

El articulo de Martin (2008) desarrolla en mayor profundidad el marco teérico del proceso de redoblado, que es
clave en el modelo de Pirie y Kieren (1989, 1994).
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La tesis doctoral de Villa Ochoa (2011) estudia la comprension de la tasa de variacion de funciones reales en un
curso de precalculo como una manera de ofrecer una interpretacion variacional de la derivada antes de estudiar el
concepto de derivada, utilizando este modelo.

Los articulos de Codes Valcarce, Delgado Martin, Gonzéalez Astudillo y Monterrubio Pérez (2013) y Delgado
Martin, Codes Valcarce, Monterrubio Pérez y Gonzalez Astudillo (2014) estudian la comprension por parte de
estudiantes universitarios del concepto de serie numérica y otros conceptos asociados, como limite, infinito y sumas
parciales, utilizando también el modelo de Pirie y Kieren (1989, 1994).

Mas recientemente, Plazas Alvarado (2020) reporta el uso el modelo de Pirie y Kieren (1989, 1994) para desarrollar
una unidad didactica sobre el calculo de areas de regiones delimitadas por sectores circulares y cuerdas de
circunferencia en un curso de geometria para estudiantes de ingenieria.

Carmona Correa (2020) en su tesis de maestria realiza un estudio de casos en alumnos de quinto grado de primaria
sobre su comprension de los conceptos de paralelismo y perpendicularidad basandose en el modelo de Pirie y Kieren
(1989, 1994). En este estudio hubo tres grupos con avances diferentes, unos lograron llegar al nivel de Creacion de
Imagen (Crl), otro logro llegar al nivel Comprension de la Imagen (Col), y un tercer grupo logro llegar al nivel de
Observacion de la Propiedad (OP). Con esto se muestra que los resultados individuales de la comprension de
conceptos matematicos, incluso sencillos, son bastante heterogéneos a pesar de tratarse de un mismo grupo de
alumnos mas o menos homogéneo.

Angulo Vergara, Arteaga Valdés y Carmenates Barrios (2020) analizan tedricamente la relacion entre los modelos
de desarrollo de razonamiento geométrico de van Hiele y de comprension de conceptos matematicos de Pirie y
Kieren (1989, 1994) con el nivel de desarrollo del lenguaje y del pensamiento de los alumnos de primaria.

Metodologia

En este estudio se analizan las conversaciones grabadas de unos alumnos universitarios de primer afio mientras
resuelven una serie de ejercicios de equivalencias l6gicas. La grabacion fue transcrita y analizada posteriormente
para identificar cada intervencion junto con el avance logrado en la demostracion hasta ese momento y el nivel de
comprension del concepto segiin el modelo de Pirie y Kieren.

En las clases teodricas se ha explicado previamente los fundamentos de la 16gica proposicional, identificacion de
proposiciones, los conectivos logicos, conversion de representacion verbal a representacion simbolica (y viceversa)
de expresiones logicas, concepto de equivalencia logica, y propiedades del algebra de Boole o algebra proposicional
(leyes de DeMorgan, idempotencia, doble negacion, etc.) resumidas en la Tabla 1. En teoria todo esto forma parte
del Conocimiento Primitivo (CP) para el concepto de Equivalencia Logica.
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Tabla 1. Tabla de Equivalencias Logicas.

Doble negacion p©p
Leyes conmutativas (pvqg) e (qVp)
(pAg) e (gAp)
(peoq) e (qep)
Leyes asociativas [(pvgvrle[pVv(gVvr)]
[(pA@)AT] & [pA(gAT)]
Leyes distributivas [pv@Aar)]e[ve AV
[pA(@vn)] e [Ag V(AT
Leyes de pVp<=p
idempotencia PAp =P
Leyes de identidad pvOep
pAlep
Leyes de dominacion prvliel
pAN0S 0
Leyes de negacion pvVpel
pApe0
Leyes de De Morgan -(pvq) © (=pA—q)
~(pAg) © (apV )
Leyes de absorcion pV(pAg) ©p
pA(pvag Sp
Contrarreciproca -9 o (=g - -p)
Implicacién p-qe(EpVve
(-9 e (A
0 exclusivo @D @Vvar-(pArg)
Siy solo si peqgelp->9A(q-Dpl
peaelPrgV(=pAag)]
pede-(d

Fuente. Elaboracion propia.

El algebra proposicional se estudia en el primer ciclo del primer afio de la carrera de Licenciatura en Matematica y
Licenciatura en Estadistica en la primera unidad de la materia Logica Matematica. Los conocimientos previos de
los estudiantes antes de comenzar la unidad son los adquiridos en la educacion media.

La actividad fue disefiada para lograr que los alumnos, agrupados por afinidad, adquirieran una comprension mas
completa del concepto de equivalencia logica a través de la demostracion de que una cierta proposicion es
logicamente equivalente a otra. Para resolver la actividad, los alumnos disponian de sus apuntes de clase de la
materia, una tabla de resumen de las propiedades del Algebra de Proposicional (Tabla 1) previamente explicada, y
de asistencia de parte del profesor.
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Este ejercicio se llevo a cabo con todos los alumnos del curso, pero la grabacion solo contiene la discusion completa
de tres alumnos en primera matricula en la materia (es decir que es la primera vez que cursan la materia), que
estuvieron de acuerdo con dejar que el profesor los grabara con la condicion de mantener el anonimato.

El ejercicio era el siguiente:

“Demuestre por medio de la aplicacion de propiedades del Algebra Proposicional que se cumplen las siguientes
equivalencias logicas:

I (v A-p e -pAg

2 po2@-r)e@Ag -

3o v -orep@-ora@-r)

Resultados y analisis de resultados

Se analizan las conversaciones, los razonamientos expresados y las acciones realizadas, a la luz del modelo de Pirie
y Kieren (1989, 1994) de los alumnos A, B y C. Se han incorporado entre corchetes los niveles de comprension que
la conversacion induce a creer que tienen los alumnos en los momentos clave. También si incluyen las
intervenciones del profesor (P). Se dividira esta seccion segun los ejercicios que el grupo iba resolviendo
secuencialmente, luego de la conversacion de cada ejercicio se incluye una tabla con el procedimiento realizado por
los alumnos, y al final se presentara un grafico con los avances de cada alumno de acuerdo a cada ejercicio resuelto.

Ejercicio 1

Primero los alumnos proceden a leer el enunciado.

A: (Lee). — Demuestre por medio de la aplicacion ...

B: — Ah, tenemos que usar la tabla. [Se refiere a la tabla de propiedades del Algebra Proposicional (ver Tabla 1)]
[Cr]]

C: — ;La que nos dio el Profe? [CP]

B: —Si, esa.

C: — ¢No lo podemos hacer por Tablas de Verdad? [Col]

P: — No. En esta ocasion deben hacerlo usando las propiedades de la tabla (ver Tabla 1)

C: — Vaya.

B: — Veamos la tabla ... [CrI]

A: —Tenemos que partir de un lado de la doble flecha y llegar al otro lado, [se refiere al operador & que indica que
su operando izquierdo es logicamente equivalente al operando derecho] ;Verdad Profe? [Col]

P: — Asi es.

B: — El Profe nos dijo que normalmente deberiamos empezar del lado mas grande, [se refiere a partir del operando
del operador < con mas conectivos] ¢ Verdad? [Col]

P: — Casi siempre es mas facil asi.

A: — Entonces [partimos] del lado izquierdo. [Se refiere a la expresion (p V q) A —p]

C: — (Y qué propiedad tenemos que aplicar? [CP]

A: — Distributiva [F]

B: — Pero primero Conmutativa. [Crl]

A: —Si, es cierto. Primero la Conmutativa. [Consciente que sus compafieros necesitan ver paso a paso| Entonces
(Vg A—-p e —pA(pVQq).[escribe el primer paso justificado por la propiedad Conmutativa para darle la forma
que tiene en la Tabla 1 la propiedad Distributiva]

B: — Ahora si podemos aplicarle la [propiedad] Distributiva. [CrI]

A: —Si. [lo escribe, es el segundo paso. Ver Tabla 2, paso 2]

C: — Pero se hizo mas grande... [CrI]

A: — Si, pero aqui podemos aplicar la ley de Negacion... y se va a simplificar. [Aplica ley Conmutativa y de
Negacion, ver Tabla 2, pasos 3 y 4] [F]
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B: - (Y ahora?

C: — «Cero [Falso] o otra cosa es otra cosay, ;verdad? [se refiere a la propiedad de Identidad] [Col]

B: — Si, ;pero no hay que darle vuelta? [se refiere a poner la expresion en el orden en que aparece en la Tabla 1,
pV 0 & p]. [Cr]

A: — Es cierto, no hace falta darle vuelta. Se puede aplicar asi, ;verdad Profe? [OP]

P: — Exacto, debido a que la disyuncioén y la conjuncion son conmutativas.

B: — Entonces ya estuvo. [lo sefiala en el papel] [OP]

A: — Aja, entonces aplicamos Identidad.

Tabla 2. Resumen de Procedimiento del Ejercicio 1.

Paso 1: (pvqg)A-p ©-pA(pVq) Conmutativa

Paso 2: S (=pAp)V(=p Distributiva
Aq)

Paso 3: S (PPA-p)V(—p Conmutativa
Aq)

Paso 4: S0V (apAq) De Negacion

Paso 5: o (ApAq) Identidad

Fuente: Navas (2022)

Ejercicio 2

B: — Ahora vamos con el [ejercicio] 2.

C: — Los dos lados tienen la misma cantidad de conectivos... [duda de qué lado partir] [CrI]

A: — Comencemos del lado izquierdo.

B: — Entonces Implicacion. [lo escriben. Ver Tabla 3, paso 1] [Col]

C: — (Y ahora?

A: — Hay otra implicacion. [Col]

C: — {Se puede asi? [duda ante el hecho de que el consecuente del resultado del paso 1 en la Tabla 3 no es una
proposicion simple] [CrI]

B: —Si, se puede.

C: — jAhh!! [lo escriben, ver Tabla 3, paso 2] [Col]

A:— (Y ahora qué hacemos? [los tres se quedan en silencio un momento] [Col]

B: — La r tiene que quedar al final, sola. [OP]

A: — Es cierto. [OP]

C: — ;Distribucion? [CP]

P: — No. La distribucion es de la disyuncion sobre la conjuncion, y de la conjuncion sobre la disyuncion. Y ahi las
dos son disyunciones.

B: — Entonces hay que agrupar la p con la q. [realizan el paso 3, Tabla 3] [Col]

P: — Si, hay que agruparlas, pero deben planificar hacia donde quieren llegar... y no aplicar las propiedades solo
porque si.

C:—Yoyavieso... [sehala el resultado del paso 3, Tabla 3] Esta en las de DeMorgan, pero esté del lado derecho.
[insintia que no se puede aplicar la propiedad «al revés»] [Crl]

P: — Pero hemos estudiado que las equivalencias logicas funcionan en ambas direcciones. Asi que también podemos
sustituir algo que tiene la forma del lado derecho [sefialando en la Tabla 1] por su correspondiente del lado
izquierdo.

A: — Entonces aplicamos DeMorgan. [realizan el paso 4, Tabla 3] [OP]

B: —Y ahora Implicacion otra vez. [lo escriben, ver paso 5, Tabla 3] [Col]

C: — Ah, ya. [Col]
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Tabla 3. Resumen de Procedimiento del Ejercicio 2.

Paso 1: p op-(aqVvr) Implicacion
- (q
- 7T)
Paso 2: © —pV(aqVr) Implicacion
Paso 3: S (=pVvagq)Vr Asociatividad
Paso 4: o a(pAg)Vr DeMorgan
Paso 5: S (pAg)-r Implicacion

Fuente: Navas (2022)

Ejercicio 3

A: — Hoy vamos con el tercero. [Dice emocionado]

C: — Con este también comenzamos por el lado izquierdo, ;verdad? [Col]

B: — Si, es mas corto. [O sea que tiene menos conectivos] [OP]

A: — Aqui hay que desarmar la implicacion. [Se refiere a convertir la implicacion en una disyuncion]

B: — Aja.

C: — O sea que aplicamos Implicacion, ;va? [Col]

A: — Cabal. [Lo escriben, ver paso 1, Tabla 4]

B: — Ahora [hay que aplicar] DeMorgan. [Ver paso 2, Tabla 4]

C: — Ahora si es para adelante. [Hace el gesto de movimiento hacia la derecha. Se refiere a aplicar la propiedad de
izquierda a derecha seglin la Tabla 1. Parece haber comprendido que pueden aplicarse las propiedades en ambas
direcciones] [OP]

P: —Si.

A: — Ahora distribuimos. [F]

C: — Pero de este lado, ;va? [Se refiere a que si se aplicara la distribucion por el lado derecho. Ver transicion del
paso 2 al 3, Tabla 4] [OP]

B: — Si, también se puede. [Sefiala la Tabla 1 y hace el gesto de movimiento en ambas direcciones con la mano
sobre la propiedad Distributiva] [F]

C: — Aja. [Asiente con la cabeza mientras ve lo que A escribio, el paso 3 de la Tabla 4] Y no importa que tenga
negaciones, ;verdad Profe? [F]

P: — Exacto. Esas [(=p A =q)] podrian ser expresiones compuestas mas grandes, 0 sea, con mas conectivos.

B: — ;Y ahora? Implicacion dos veces.

A: — Cabal. [Lo escriben, paso 4 de la Tabla 4]

C: —Y ahora del otro lado. [Se refiere a aplicar la definicion de Implicacion «al revés» al operando derecho de la
conjuncion del paso 4, Tabla 4. Es decir, de una disyuncion a una implicacion]

A: — Exacto. [Escriben el paso 5, Tabla 4]

P: — Muy bien.

A: — Profe. Este ultimo ejercicio [se refiere al enunciado del ejercicio 3] parece una distribucion de la implicacion
[se refiere al operador condicional] sobre el «o» [la disyuncion]. [O]

P: — Asi es, pero solo por el lado derecho. Habria que demostrar que también se pueda por el lado izquierdo. En una
materia [curso] posterior van a estudiar diferentes algebras, y algunas de ellas tienen propiedades distributivas sélo
por un lado, otras por ambos lados, y otras no tienen operadores con distributividad entre si.
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Tabla 4: Resumen de Procedimiento del Ejercicio 3

Paso 1: (pVvq) o a(pvgVr Implicacion
->r

Paso 2: S (apAag)Vr DeMorgan

Paso 3: & (apVr)A(agqVr) Distribucion

Paso 4: S pP-r)A(LqVr) Implicacion

Paso 5: S pP-r)A(@—-r1) Implicacion

Fuente: Navas (2022)

En la Figura 3 se presenta el resumen de los avances en los niveles de comprension de los tres alumnos analizados
segun el modelo de Pirie y Kieren (1989, 1994) incluyendo los procesos de redoblado.

Figura 3: Resultado del andlisis de la grabacion

Alumnos|

Esta investigacion ilustra como los alumnos se enfrentan a cuestiones aparentemente muy simples para la resolucion
de una actividad, como la identificacion del procedimiento de solucidon; coémo han recurrido a sus conocimientos
previos sobre las propiedades del algebra de proposiciones; como van aclarando la aplicacion de estas propiedades,
volviéndose conscientes de que pueden ser aplicadas de diferentes formas, e iniciando la capacidad de formular
estrategias de solucion.

Los estudiantes han realizado diferentes ejercicios que les han ayudado a crearse una idea matematica del concepto
(CrD). Una vez creada esta idea, se pueden liberar de las acciones concretas sin necesidad de recurrir a las
propiedades de la Tabla 1 para avanzar en la resolucion de la actividad (Col). Este proceso los lleva a darse cuenta
de que los objetos que estan manipulando, las proposiciones, tienen ciertas propiedades generalizables (OP) vy,
finalmente, recurren a algunas generalizaciones para resolver la actividad (F).

En este estudio, se ha constatado que este proceso no es lineal, no se asciende de un nivel de comprension del
conocimiento matematico inferior a otro superior acumulando informacion. Mas bien es una construccion recursiva
como indican Pirie y Kieren (1989, 1994) que implica necesariamente uno o mas «saltos hacia atras» (redoblados),
a formas mas sencillas de conocer los diferentes elementos matematicos en niveles interiores y que, apoyandose en
ellas, se puede seguir avanzando hacia niveles exteriores del modelo en el que el conocimiento se hace mas
sofisticado y también méas consolidado.
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Aunque los redoblados puedan parecer un problema cognitivo, en realidad son procesos importantes y necesarios
para lograr un avance hacia una forma mas consolidada de comprension matematica, ya que permiten ir
«rellenando» y/o complementando aspectos conceptuales y procedimentales que no estaban bien afinados
previamente.

Ademas, se pudo constatar que luego de estos procesos de redoblado, aunque sélo regresaran al mismo nivel, en
realidad habia ocurrido un aprendizaje, mas estable a partir del cual se puede seguir avanzando.

Algunos redoblados fueron mas exitosos y efectivos gracias a la confirmacion de algunas dudas de los alumnos por
parte del profesor, y otros gracias a la seguridad mostrada por alguno de los alumnos mas aventajados.

También se observa que en un grupo de trabajo el hecho de que los diferentes miembros alcancen niveles de
razonamiento distintos y a diferente ritmo es algo normal (igual que en la tesis de Carmona Correa (2020)), asi
como que las dudas y los fallos en la comprension de alguno de los miembros conduzcan a un redoblado hacia
niveles inferiores en la compresion del conocimiento, a los que se ven arrastrados otros miembros del grupo.

Conclusiones

Se encontrd que los alumnos transitan un proceso que no es lineal para alcanzar la comprension. Se observa que es
un proceso en el que no se asciende de nivel en nivel acumulando conocimiento o informacion, y tal como apuntan
Pirie y Kieren (1989) es un proceso de naturaleza recursiva, en la que se dan los procesos de Redoblado, que les
permite a los alumnos sofisticar y consolidar su conocimiento y sus habilidades.

Es importante en este tipo de actividades, orientar a los alumnos de la manera apropiada para no impedir que los
alumnos transiten los redoblados. Tal como ocurri6 en la investigacion de Codes Valcarce y otros (2013), en general
hay que dejar que los alumnos resuelvan por si mismos algunos conflictos cognitivos y no darles directamente la
solucion, ya que esto impidié que algunos de sus alumnos realizaran el redoblado exitosamente.

Ademas, se observo que todos los alumnos vivieron un transito a diferente ritmo por los diferentes niveles de
comprension.

Es importante seguir investigando el proceso de comprension de conceptos fundamentales como las Equivalencias
Légicas, los Argumentos Logicos sin y con Cuantificadores para mejorar los procesos de ensefianza de algunas
herramientas fundamentales de la matematica como lo son las demostraciones formales. Particularmente las
equivalencias logicas tienen sus complicaciones debido a las dificultades cognitivas inherentes de algunas
propiedades del algebra proposicional, como las de DeMorgan (Macbeth, Sosa y Genovese, 2010).

Coincidimos con Pirie y Kieren (1989) en que estudiar la comprension de un concepto por parte de los estudiantes
es un proceso muy dificultoso y dificil de generalizar debido a que son necesarias las entrevistas (y no sélo los
examenes tradicionales) para poder descubrir la cambiante comprension de los alumnos.
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Resumen

En los primeros afios de formacion docente universitaria algunos estudiantes cuentan con experiencia en el aula y
existen en ellos algunos presaberes en cuanto a evaluacion que fueron adquiridos en una mala practica, uno de ellos
es el proceso de mejoramiento de los aprendizajes. La mejor opcion para la comprension de cualquier concepto es
experimentarlo, por lo que se realiz6 una investigacion-accion con los estudiantes del profesorado en matematica
directamente en una de las pruebas objetivas que ellos sustentan, en items de lectura de graficas. Con el objetivo de
realizar un proceso de mejoramiento en este aprendizaje, se establecieron dos grupos de estudiantes que permitieran
una comparacion, en uno de ellos se realizo incidencia a partir de una tarea y en el otro no. Se aplicé un cuestionario
como instrumento de analisis comparativo entre pre y post intervencion y se realizé una reflexion grupal, lo cual
permitio obtener datos cualitativos y cuantitativos en los que se visualizaron cambios sustanciales en la percepcion
de los estudiantes sobre este proceso evaluativo.

Palabras claves: mejoramiento de aprendizajes, Lectura de graficas

Abstract

In the early years of university teaching training, some students have experience in the classroom and they have
some pre-knowledge in terms of evaluation that were acquired in bad practice; one of them is the process of learning
improvement. The best option for understanding any concept is to experience it, so research-action was conducted
with students of mathematics teaching, directly in one of the objective tests that they support, in graphic reading
items. In order to carry out a process of improvement in this learning, two groups of students were established to
make a comparison; in one of them, evidence was shown from a task, but in the other, it was not. A questionnaire
was applied as an instrument of comparative analysis between pre and post-intervention and a group reflection was
carried out. It allowed obtaining qualitative and quantitative data where substantial changes in students' perception
of this evaluation process were visualized.

Key words: learning improvement of learning, graph reading
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Introduccion

La Escuela de Formacion de Profesores de Ensefianza Media EFPEM de la Universidad de San Carlos de Guatemala
forma docentes de doble especialidad en fisica y matematica, uno de los objetivos de dicha carrera es establecer
relacion entre los cursos pedagogico, matematicos y fisicos que permitan a partir de la practica la formacion del
estudiante en el campo docente donde se desarrollara profesionalmente. Para este caso, se pretende ejemplificar con
la practica los procesos de evaluacion, especificamente el proceso de mejoramiento de los aprendizajes, utilizando
como medio los fenomenos fisicos que requieren de la lectura e interpretacion de graficas. Si bien es cierto, a estos
estudiantes se les brinda un curso de evaluacion, este aborda de manera muy general la tematica del proceso de
mejoramiento de los aprendizajes por lo que se hace necesario practicarlo en el area de la ciencia.

Estos docentes en formacion deberan incorporarse, y en algunos casos ya estan dentro, de un sistema educativo con
normas establecidas y regidas por el Ministerio de Educacion; por lo tanto, deben estar preparados para actuar ante
estas reglas utilizando su especialidad como medio para cumplirlas. Como anécdota, surge en clase un
cuestionamiento por parte de un estudiante en el que luego de una prueba objetiva pregunta si se realizard un proceso
de mejoramiento, sabiendo que este proceso no esta legislado en los estudios universitarios; sin embargo, esto da la
pauta para demostrar como se realiza este proceso muchas veces sin que ellos lo noten.

Algunas preguntas surgieron por parte del catedratico hacia los estudiantes del profesorado, por ejemplo, ;qué es el
proceso de mejoramiento?, jpor qué se hace este proceso?, jpara qué y como se hace?, ;se puede hacer en los cursos
de matematica y fisica? Para sistematizar la informacion, se aplicé un instrumento con el fin de conocer a través de
las respuestas la percepcion de los estudiantes sobre este tema.

Para este analisis se tomo6 como referencia el Modulo de aplicacion del proceso de mejoramiento de los aprendizajes
elaborado por la Direcciéon General de Curriculo del Ministerio de educacion de Guatemala, este documento fue
creado para la comprension en cuanto a la aplicacion del proceso de mejoramiento establecido en el Acuerdo
Ministerial 1171-2010, Reglamento de evaluacion de los Aprendizajes. Esta referencia se tomo por ser la legislacion
vigente en el ambito donde los docentes en formacion se desenvuelven o lo haran en un futuro inmediato.

También se utilizd como referencia la construccion de las pruebas que realiza la Direccion General de Evaluacion
siempre del Ministerio de Educacion de Guatemala. Para ellos se analizé el informe de la construccion de pruebas
para el Nivel de Educacion Media, Ciclo Bésico, ya que se busca incidir en temas y habilidades en los que se
presenta problema en el ciclo educativo en el que se enfoca el profesorado.

La pregunta que lleva a esta situacion es ;qué percepcion tienen los estudiantes sobre el mejoramiento de los
aprendizajes en matematica?, y actuar sobre esa percepcion para resignificar su conceptualizacion de evaluacion
matematica.

Fundamento

Este estudio se fundamenta en la teoria socioepistemologica ya que “sostiene que las matematicas y las ciencias, asi
como su educacion estan ligadas a practicas socialmente compartidas y culturalmente valoradas” (Cantoral, 2016,
p. 11). En el caso de los estudiantes las concepciones surgen también de las practicas sociales a las que han sido
sometidos o bien a sus propias practicas aprendidas en los procesos educativos. Para el caso de la evaluacion y la
mejora de los aprendizajes en matematica, se puede afirmar que en general parte de la experiencia y la actitud
docente, ya “que la incorporacion de la evaluacion al proceso de ensefianza encuentra obstaculos que provienen en
su mayor parte de las actitudes del profesor” (Camilloni, s.f., p.5). En este sentido se realizé una reflexion del
problema planteada en tres fases, el conocimiento, la significacion y la resignificacion de los conceptos.
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La resignificacion se realizo en dos vias, en cuanto al proceso de mejoramiento de los aprendizajes en matematica,
como en concepto de pendiente en lectura de graficas. Para este caso se utilizdo la siguiente definicion:
“Resignificacion del presente o futuro en funcion del pasado, esto es, comprender mediante la reflexion como
funciona alguna situacion pasada para aprovechar el conocimiento obtenido y restructurarlo en beneficio de la
practica presente o la planeacion futura” (Cerecero, 2016, p.95).

Para la resignificacion matematica especificamente en el desarrollo de la habilidad de lectura de gréficas se utilizo
como fundamento lo citado por Dolores (2007) sobre (Cordero, 2005; Buendia & Cordero, 2005; Dominguez,
2003; Campos, 2003, Rosado, 2004; Flores, 2005), quienes han realizado estudios bajo una perspectiva
socioepistemologica que parte de una premisa fundamental que dice que la matematica funcional es aquel
conocimiento que debe integrarse a la vida para transformarla (Dolores & Cuevas, 2007,p.73).

La investigacion realizada es de corte mixta ya que se aborda la tematica desde lo cuantitativo numérico (notas de
la prueba) y de cualitativo (comentarios de estudiantes), definiéndolo Hernandez, et. al (2008) citado por Hernandez
et. al (2010) como “un conjunto de procesos sistematicos, empiricos y criticos de investigacion e implican la
recoleccion y el analisis de datos cuantitativos y cualitativos, asi como su integracion y discusion conjunta, ... y
lograr un mayor entendimiento del fenomeno bajo estudio” (p.426) y se fundamenta en los principios de la
investigacion accion, siendo ésta la que permite una autorreflexion llevada a cabo por participantes en situaciones
sociales como lo establece Berrocal (s.f.) al citar a Kemmis en 1983, “la I-A es poner en practica una idea, con
vistas a mejorar o cambiar algo, intentando que tenga un efecto real sobre la situacion.” (Berrocal, s.f., p.3).

Como sigue citando Berrocal (s.f.) la caracterizacion realizada por Kemmis y Mc Taggart 1988:

a) La I-A se plantea para cambiar y mejorar las practicas existentes, bien sean educativas, sociales y/o
personales. b) La I-A se desarrolla de forma participativa, es decir, en grupos que plantean la mejora de
sus practicas sociales o vivenciales. ¢) Metodologicamente se desarrolla siguiendo un proceso en espiral
que incluye cuatro fases: Planificacion, Accion, Observacion y Reflexion. d) La I-A se convierte en un
proceso sistematico de aprendizaje ya que implica que las personas realicen analisis criticos de las
situaciones (clases, centros o sistemas) en las que estan inmersos; (Berrocal, s.f., p.3).

Metodologia

Por lo antes descrito se considero para este estudio que la mejor metodologia para ser aplicada era la investigacion-
accion, para lo cual se realiz6 una etapa de diagnostico (aplicacion de un cuestionario), aplicacion de un instrumento
de medida (prueba objetiva), incidencia en un grupo control (tarea), segunda aplicacion del mismo instrumento de
medida, para realizar el analisis de resultados de los items con todos los estudiantes involucrados en el estudio, y
asi regresar al cuestionario que se utilizé durante el diagndstico y poder revisar los cambios que surgen en €l.

En la etapa de diagnostico se disefi6 un cuestionario que pretendia dar respuesta a las preguntas que dan lugar a esta
investigacion.

(Qué describe mejor a un proceso de mejoramiento en el aula?

(Qué debe mejorarse en el proceso de mejoramiento?

(Para qué realiza el estudiante el proceso de mejoramiento?

(Para qué realiza el docente el proceso de mejoramiento?

(Qué se debe hacer en el proceso de mejoramiento?

Estas preguntas cumplieron con la funcion de formar una linea base en la evaluacion, para determinar si estas
percepciones cambian luego de una incidencia. Se procedio a la construccion de una prueba objetiva que respondiera
a la tematica desarrollada en el curso, también que cumpliera con la norma de la institucion para cumplir con la
evaluacion sumativa.
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Considerando que “la evaluacion mantiene un proceso de retroalimentacion con el aprendizaje, ya que los resultados
de los aprendizajes de sus alumnos le permiten al profesor reorientar, en caso necesario, su forma de proceder en la
enseflanza y en la evaluacion” (Castillo y Cabrerizo, 2010, p.442). En esa misma linea, Granados (2020) afirma que
“al terminar un ciclo y previo a iniciar uno nuevo, se da la fase de reflexion. Con ella, se obtiene un conocimiento
de la intervencion didactica y los avances, estancamientos, retrocesos de los estudiantes y la oportunidad de hacer
cambios”. Es por ello por lo que se utilizo el feedback o la retroalimentacion, siendo este un proceso de
comunicacion y ajuste de resultados, como lo plantea una estrategia de entrega de estos, que no se quede como una
simple informacion, sino que produzca mejoras en la percepcion de los estudiantes de profesorado.

Previo de la realizacion de la prueba se llevaron dos procesos, el primero fue la construccion de la tabla de disefio
de la prueba en el cual se distribuyen los temas de acuerdo con la taxonomia de Marzano, para luego crear la tabla
de especificaciones definida como “un plano bidimensional, presentado como un cuadro de doble entrada que, en
su parte horizontal, enumera los niveles y dominio de los aprendizajes y en su eje vertical, indica la lista de temas
y subtemas del contenido” (Galo, 2006, p.20).

Tabla 1 Diserio de la prueba objetiva.

[tems Conocimiento  Comprension Analisis Utilizacion
Tema 1 2 2 3
Tema 2 1 1 2 3
Total 3 3 5 3
Porcentaje 22% 22% 34% 22%

Fuente: Gutiérrez (2022)

En la Tabla 1 se muestra como la prueba se distribuye mayoritariamente en el analisis, asignando la misma carga a
los indicadores del conocimiento y comprension, con ello se construye una prueba de forma equilibrada tanto en su
contenido como en grado de dificultad.
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Tabla 2 Especificaciones de la prueba objetiva.

No. Contenido Descripcion Nivel Punteo
De
ite
m
1 Tema 2 Pendiente de la recta Conocimiento 5
2 Tema 1 Suma por método grafico Comprension 5
3 Tema 1 Representacion del vector unitario Analisis 5
4 Tema 1 Componentes de un vector Analisis 5
5 Tema 1 Vectores: Operaciones combinadas Comprension 5
6 Tema 1 Concepto de vector Conocimiento 5
7 Tema 1 Suma por método grafico Analisis 5
8 Tema 1 Componentes de un vector Analisis 5
9 Tema 2 Lectura de graficas Comprension 5
10 Tema 2 Aplicacion de graficas en la resolucion de problemas Utilizacion 20
11 Tema 2 Lectura de graficas Utilizacion 10
12 Tema 2 Lectura de graficas Analisis 10
13 Tema 2 Lectura de graficas para dos eventos Utilizacion 10
14 Tema 2 Opinién y complemento Conocimiento 5

Nota total 100

Fuente Gutiérrez (2022)

En la Tabla 2 se puede apreciar que los items del 9 al 13 son base para el presente estudio ya que se aborda el tema
de lecturas de grafica presentando un 36% del total de la prueba.

Se procedio a la construccion de la prueba, ésta se elabord con items de seleccion multiple y respuesta abierta. Los
estudiantes estuvieron en contacto con ella dos veces, a la primera se le denomina Proceso A, a partir de los
resultados se determind que los errores de los estudiantes en la prueba estaban concentrados en la habilidad de la
lectura de graficas. Esto daba pauta para aplicar un proceso de mejoramiento de los aprendizajes y para ello la tarea
que se disefi6 fue en funcion de la resignificacion del concepto de pendiente de la recta en la velocidad dentro de
un movimiento rectilineo uniforme.

Los estudiantes del profesorado estan divididos en dos grupos por lo que, con un grupo se prepar6 una tarea que
abordara los aspectos tematicos en los que deben mejorar y se permitio que esta tarea fuera atendida en grupo de 3
y 4 compaiieros, ésta propiciaba la solucion del problema solicitando respuestas paso a paso hasta llegar a la
solucion, los problemas estaban enfocados en el analisis y la utilizacion del conocimiento y la aplicacion de la
lectura de graficas. El otro grupo no tuvo una incidencia por parte del docente, sin embargo, si se dio respuesta a
las preguntas que ellos realizaron con respecto a la prueba, por lo que no se considera una incidencia que fuera con
intencion.

Los dos grupos de estudiantes tuvieron la opcion de realizar de nuevo la prueba objetiva, a lo que se identifica como
proceso B, con la tnica variante que los items cambiaron de posicidon con respecto a la prueba inicial, pero no con
el analisis. Ademas, a ninguno de los grupos se les informo de esta opcién con antelacion para que no tuvieran una
ventaja mas que la programada en el grupo control, solamente se les dejo elegir en sustentar la prueba de nuevo o
no. También se explico que su nota ya obtenida en ningin momento seria afectada y que si tenian opcioén a cambiarla
si esta mejoraba.
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En la siguiente reunion con los dos grupos de estudiantes se analizaron los resultados obtenidos para escuchar las
interpretaciones que ellos daban a estos con el fin de lograr la observacion, analisis y comprension de los cambios
que surgieron después del proceso.

También se entrevistd a estudiantes que obtuvieron cambios positivos relevantes y cambios negativos muy
evidentes, esto con el fin de recabar informacion que permitiera analizar de forma cualitativa la causa de los
resultados obtenidos en la actividad de mejora.

Los resultados obtenidos se pueden observar en las tablas que se presentan a continuacion. Se utilizaron dos colores
para establecer los cambios, uno para los cambios positivos que son los que estaban en cero y cambiaron a un mayor
punteo en el proceso B, y otro color para los cambios negativos que son los que pasaron de tener una nota a cero.
Las casillas que no estan marcadas tienen la misma calificacion tanto el proceso A como en el B.

Resultados

La Tabla 3 presenta los resultados de la prueba para los estudiantes que tuvieron incidencia, cabe mencionar que el
item 14 no aparece ya que este era un item de opinion, el cual no era malo o bueno y es ajeno a la investigacion. En
esta tabla se puede observar que se obtuvieron cambios tanto positivos como negativos en general, sin embargo, la
atencion del estudio esta en los items del 10 al 13, en los cuales se presentan la mayoria de los cambios positivos,
incluso en el item 9 que no pertenece al estudio.

Para el item 1, existe una incidencia solo que no fue intencionada, en este caso, en el tema siguiente se utilizé6 como
presaberes y esto permitid resolver dudas de los estudiantes, por lo que es posible que esto influyo6 el cambio en ese
item en el momento de la aplicacion del proceso B.

La Tabla 4 muestra los resultados de la prueba tanto en el proceso A como en el B de los estudiantes sin incidencia.
En ella se describen los resultados de los items 1 al 13, al igual que el caso anterior el item 14 no es parte del estudio.
En esta tabla se hacen evidentes los cambios tanto negativos como positivos que surgieron, el item 1 refleja la
misma condicion del grupo anterior, sin embargo, en esta tabla los cambios no estan concentrados en los items de
estudio como se visualiza en la Tabla 3 de resultados del grupo con incidencia.

Se invito a los estudiantes del grupo con incidencia que obtuvieron cambios a sostener una entrevista, de los que
accedieron, el estudiante cddigo 200511452 con cambio positivo en el proceso B expresod que: “el haber realizado
la tarea de graficas junto con otros compafieros me ayudo a hacerlo en el examen”. El estudiante codigo 201740309
tuvo un resultado negativo al realizar el proceso B, dijo: “...me meti al examen para ver qué pasaba, pero yo no
estuve el dia de la tarea y ya se me habian olvidado algunas cosas”.

También se entrevisto a dos personas del grupo sin incidencia el estudiante con cédigo 202007066 dijo: .. .después
del examen busqué en mi cuaderno lo que no puede responder y en la segunda vez ya lo hice bien”. El estudiante
codigo 201045799 dijo: “me puse muy nerviosa, y como usted no avisé nada, no estudié, yo ya no sabia ni lo que
estaba haciendo”.

A manera de retroalimentacion (feedback), todos estos resultados fueron expuestos y discutidos en clase, incluso
las respuestas de las entrevistas guardando el anonimato en todo momento, esto produjo una discusion y reflexion
en conjunto. Algunos reclamaron el no haber participado en la tarea que permitié mejorar, otros mencionaron los
beneficios que obtuvieron al resolver en grupo y algunos coincidieron en que los hizo reflexionar sobre como estan
evaluando en la clase de matematica.
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Tabla 3. Resultados del grupo de estudiantes con incidencia.

Cod. De est. item 1 item 3 item 3 item 4 item 5 item & item 7 item item 4 item 10 item 11 item 12 item 13
Pradésn A | 201740309 0.00/%5 /5 /s 5.00/5 5,00 /5 /5 0.00/5 0.00/20 10,0070 Jo.00 /10 (10,0010
Proceso B | 201740309 (0,00 /5 0.00/5 0.00 /5 ’g.[ll] /5 5.00/5 5.00 /5 5.00 /5 0.00 /5 0.00/20  |i0.00/10 Jo.00 /10 |io.a0/ 10
Prodeso A | 200005633 /5 E[ll]ﬁ /5 0.00/5 lﬂgﬁ 5.00/5 |5.00/5 /5 /5
Proteso B | 202005633(0.00 /5 5.00/5 5.00/5 0.00/5 0.00 /5 5.00/5 .00 /5 5.00 /5 5.00/5

Proesoh | 9201%6200.00/5  |n00/5  |o00/5  [S00/5  [S00/5  [0.00/5  [s.00/5  [000/5 |00
Proceso | 921196700.00 /5 ﬁns 000/5  [000/5  [oo0/s  [se0/s  [so0/s  |ogo/s ’u

Protesod | 2020024480.00/8  |s00/5  [0.00/5  [500/5  |0.00/5  |000/§  [0.00/5  [5.00/5 /8 10.00/10 .00 /10

Proceso B | 202002048500 /5 [5.00/5 |gnnf5 500/5  [0.00/5  [0.00/5  [000/5  [5.00/5  |S.00/5  [20.00/20 [10.00/10 [0.00/10  |10.00/10
Proceso A | 201740518/0.00/5  [n00/5  |o.00/5  [S00/5  [000/5  [5.00/5 /5 /5 |500/5 0.00 /10
Proceso B | 20110518/500/8  |0.00/5  |0.00/5  |S60/5  |o.00/5  |s00/5  |080/S  [S.00/S  |s.00/5  [20.00/30 [10.00/40 [10.00/10 0.00/10
Proceso A | 202005350/0.00/5  |S.00/5  lo.00/5  |5.00/5  |0.00/5  [o.00/5  |0.00/5  [5.00/5  [0.00/5  J0.00/20  10.00/10 |o.00/10  [10.00/10
Proeso 0| 200005350/6.00/5  [mo0/8  [o.oo/s  |so0/5  [o.o0/5  foen/s  [poo/s  |s0/s /s 10.00/10 o.00/10  |10.00/10

Proceso A | 202005316(0,00 /5 0.00/5 /5 _[noo/5  [s00/5  [o00/5  [000/5  [000/5 000/ 0.00/10
Proceso B | 20000536[0.00 /5 [mo0/5  [o0o/s  [ooo/s  [ooo/s  [senss  Joso/s  Josess  Josn/s oo/ 20 ‘&nm 10.00/10 [0.00 /10

I
Proceso A | 200511452/0.00/5  |s00/5  [s.00/5  |n.00/S Ig,_ufs 000/5  [0.00/5  [000/S  0.00 /5 0.00/10  [0.00/10
Proteso § | 2005114526.00 /8  |500/5  [s00/5  |S00/5  |S00/S  |000/S  |0.00/5  S00/S  0.00/5  |2000/30 |i0.80/10 |0.00/10  |i0.00/10

5 0.00/20  |0.00/10  [0.00 /10 [0.00 /10
5 0.00 /20 J10.00/10 [0.00 /10 [0.00 /10

T

Proceso A | 200019526/0.00/5  |000/5  |ooo/5  |no0/5  |s00/5  [S00/5  o00/5  |o00/5  [S.00/5  o00/20  |000/i0  [0.00/10  o.00/i0
Proceso B | 200419526/5.00 /5  [0.00/5 ’g_on;s 0.00/5  |5.00/5 /5 |0.00/5  |o00/5  [000/S  |o.00/20 |10, 10 [0.00/10
Proceso A | 202003533000 /5 [500/5  |0.00/5 /5 noo/s  |000/5  |500/5 /5 |npo/s  |ooo/z0 0.00/10 0.0 /10
Pracesa B | 202003533(5,00 /5 \ﬂns 0.00/5 /5 |noo/s lm;s 5.00/5 ’m;‘l .00 /5 [0.00 /20 i 0.00/10_ [n.0o/10

ProesoA | 202005207(5.00/5 _[5.00/5  000/5  [s00/5  [00n/s 500/5  [0.00/20
Proeso B | 200005%75.00/5  |s00/5  [o.00/5  |s00/5  |S00/5  [0.00/5  [0.00/8  [S.00/5  |5.00/5  [0.00/20
Proceso A | 201409980[000/5  noo/s  son/s  [neo/s  Jsoo/s  seo/s  Jseoys  [50/s  loon/s  lnoo/20 Jooo/10 fueoj10 fao/io
Proceso 0| 201009980/5.00 /5 [noo/s  |sen/s  |S.00/8 /5 |sen/s  |soe/s  |000/8  loo0/5  [poo/20  [o00/10  [oe0 10 foo/10

ProeesoA | a0anis7jooo/s  |soo/5  [ooo/s  [noo/s  Juoo/5  [sen/5  [soo/s  |se0/5  [so0/5  000/20 [ooo/i0 Jooo 10 [0.00/10
Proceso B | 2002181578.00 /5 [s.00/% Igun;s /5 oags /5 son/s  Jsoejs  [se/s ! .00 /10

Proceso A | 20122234 [5.00 /5 [5.00/5 Ig.ou;s 500/5  00/5  |500/5  |00/5  [5.00/5 ‘gimfs |_q,,!g,{gg 10,00 / 10 10,00/ 10
Proeso B | 20122232105.00/5  |s00/%  jo.00/%  |s.00/5  Jo.o0/s (5005 |0.00/5  |s.00/%  |0.00/5  [2000/20 |10.00/10 [10.00/10 [i0.00/10

Fuente: Gutierrez (2022)

il
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Tabla 4. Resultados del grupo de estudiantes sin incidencia.

Codigo item 1 item item ite item item item item item item item
de est. 2 3 m4 5 6 7 8 9 10 11
Proceso 202007066 5.00/ 5.00 0.00 5.00 0.00/ 500 500/ 500/ 5.00/ 0.00/
B 5 /5 /5 /5 5 /5 5 5 5 20

Proceso 202006491 0.00/ 0.00 0.00 5.00 0.00/ 0.00 0.00/ 5.00/ 0.00/ 0.00/
A 5 /5 /5 /5 5 /5 5 5 5 20

Proceso 202006491 5.00/ 5.00 0.00 5.00 0.00/ 5.00 5.00/ 5.00/ 0.00/ 0.00/
B S| /5 /5 /5 5 /5 5 S 5 20
Proceso 201504806 0.00/ 5.00 0.00 5.00 0.00/ 5.00 0.00/ 5.00/ 0.00/ 0.00/
A OS] /5 /5 /5 S /5 S S S] 20
Proceso 201504806 5.00/ 5.00 0.00 0.00 0.00/ 0.00 500/ 5.00/ 0.00/ 0.00/
B 5 /5 /5 /5 5 /5 5 5 5 20

Proceso 201908796 0.00/ 0.00 5.00 0.00 0.00/ 0.00 0.00/ 5.00/ 0.00/ 20.00

A 5 /5 /5 /5 5 /5 5 5 5 /20
Proceso 201908796 0.00/ 5.00 5.00 0.00 0.00/ 0.00 0.00/ 0.00/ 0.00/ 0.00/
B S /5 /5 /5 S /5 5 S S 20

Proceso 202007134 5.00/ 5.00 0.00 0.00 0.00/ 5.00 0.00/ 0.00/ 0.00/ 0.00/
A 5 /5 /5 /5 S /5 5 5 5 20

Proceso 202007134 5.00/ 5.00 0.00 0.00 0.00/ 0.00 0.00/ 0.00/ 0.00/ 0.00/

Proceso 202005297 0.00/ 5.00 0.00 5.00 0.00/ 5.00 5.00/ 5.00/ 0.00/ 0.00/

A 5 /5 /5 /5 5 /5 5 5 5 20
Proceso 202005297 5.00/ 5.00 0.00 5.00 0.00/ 500 500/ 5.00/ 0.00/ 0.00/
B 5 /5 /5 /5 5 /5 5 5 5 20
Codigo item 1 item item ite item item item item item item item
de est. 2 3 m4 5 6 7 8 9 10 11

Proceso 201980015 0.00/ 5.00 0.00 5.00 0.00/ 0.00 0.00/ 5.00/ 5.00/ 0.00/
A 5] /5 /5 /5 S /5 S) 5 S 20

Proceso 201980015 0.00/ 5.00 0.00 5.00 0.00/ 0.00 0.00/ 5.00/ 5.00/ 0.00/
B 5 /5 /5 /5 5 /5 S 5 5 20

Proceso 202006232 5.00/ 0.00 0.00 5.00 0.00/ 5.00 0.00/ 5.00/ 0.00/ 0.00/
A 5 /5 /5 /5 5 /5 5 5 5 20

Proceso 202006232 0.00/ 5.00 0.00 5.00 0.00/ 5.00 0.00/ 0.00/ 0.00/ 0.00/
B 5 /5 /5 /5 5 /5 5 S 5 20
Proceso 202005147 0.00/ 5.00 0.00 0.00 0.00/ 0.00 0.00/ 0.00/ 0.00/ 20.00
A S) /5 S, /5 S /5 S) 5 S /20

Proceso 202005147 5.00/ 5.00 0.00 5.00 0.00/ 0.00 0.00/ 0.00/ 5.00/ 0.00/
B 5 /5 /5 /5 5 /5 5 5

Proceso 201045799 0.00/ 0.00 0.00 5.00 0.00/ 0.00 0.00/ 5.00/ 5.00/ 0.00/
A 5 /5 /5 /5 5 /5 5

Proceso 201045799 0.00/ 0.00 0.00 5.00 0.00/ 0.00 0.00/ 0.00/ 0.00/ 0.00/
B 5 /5 /5 /5 5 /5 s 5 5 20

Fuente: Gutiérrez (2022)
El estudiante codigo 200218157 expreso ante sus compafieros, “...a mi si me cambio6 la percepcion que tenia, para

mi solo se trataba de mejorar la nota y a veces uno piensa que le repitan el examen de nuevo y realmente, si no se
hace algo como lo que la licenciada hizo con la hoja de trabajo, no hubiera logrado nada, aunque no fueron las
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mismas graficas del examen...”. Otro estudiante, codigo 201115867 compartio en la discusion general diciendo lo
siguiente: ... en lo personal, yo cuando tenia que dejarles el mejoramiento a los estudiantes les ponia a que hicieran
todo de nuevo y resulta que volvian a tener error en lo mismo, con estas actividades comprendi que la idea es que
aprendan lo que no habian aprendido y para eso, yo si debo pensar muy bien que les voy a poner a hacer...”.

Luego de estas actividades se solicitd que respondieran un cuestionario, mismo que se aplicd durante el diagndstico
y los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 5. Resultados de cuestionario pre y post incidencia.

Pregunta Opcion 1 Opciodn 2 Opcion 3 Opciodn 4
(Qué describe  Una tareca de Una oportunidad de  Una oportunidad de  Una tarea extra
mejor a un recuperacion mejorar la nota aprender
proceso de Pre Post Pre Post Pre Post Pre Post
mejoramiento  38% 14% 32% 12 17% 70% 13% 4%
en el aula?
(Qué debe Notas Respuestas Aprendizajes
mejorarse enel  pre Post Pre Post Pre Post
PO A 68% 9% 5% 0% 27% 91%
mejoramiento?
(Para qué Para ganar el curso ~ Para desarrollar la ~ Para cumplir con el
realiza el conceptualizacién  requisito
estudiante el Pre Post Pre Post Pre Post
proceso de 70% 17% 10% 83% 20% 0%
mejoramiento?
(Para qué Para cumplir con el ~ Para mantener su Para que no pierdan Para que los
realiza el requisito empleo los estudiantes. estudiantes
docente el aprendan
proceso de Pre Post Pre Post Pre Post Pre Post
mejoramiento?  21% 2% 2% 2% 65% 8% 17% 88%
(Qué se debe Dejar la misma Dejar mas Realizar
hacer en el tarea de nuevo actividades del actividades
proceso de tema similares a las que
mejoramiento? no pudo hacer

Pre Post Pre Post Pre Post

78% 10% 10% 7% 12% 83%

Fuente: Gutiérrez (2022)

Analizando la informacion de la tabla 5 se puede apreciar como surgen cambios en los resultados del pretest con el
postest por ejemplo, en la pregunta nimero uno ;Qué describe mejor un proceso de mejoramiento?, en el postest el
70% considera que se puede definir como una oportunidad de aprender. De igual forma se muestra un cambio en la
percepcion sobre ;Qué debe mejorar?, inclinandose mas de un 90% de los estudiantes por la opcién de mejorar el
aprendizaje. Entonces, segun los datos el 83% de los estudiantes indican que se debe realizar el proceso de
mejoramiento para la conceptualizacion por lo que, debe hacer que los estudiantes realicen actividades similares a
las que no pudo hacer, no las mismas.
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Conclusiones y reflexiones finales

La percepcion previa de los estudiantes con relacion a las actividades de mejora se enfocaban en la nota (pregunta
1, opcion 2, 32%) y en no hacer perder a los estudiantes (pregunta 4, opcion 3, 65%) por lo que, para lograr el
mejoramiento segun ellos, era necesario dejar la misma tarea de nuevo (pregunta 5, opcion 1, 78%). Luego de la
incidencia y reflexion colectiva, los estudiantes se enfocan en que se debe mejorar el aprendizaje (pregunta 2, opcion
3, 91%), por lo que ven este proceso como una oportunidad que se tiene para aprender (pregunta 4, opcion 4, 88%)
y conceptualizar (pregunta 3, opcion 2, 83%) o resignifiquen los conocimientos matematicos implicitos en todo este
proceso y determinan que el profesor debe hacer este tipo de acciones en funcion de que los estudiantes realmente
aprendan.

El realizar esta actividad dentro de su propia experiencia de aula permitio la sensibilizacion ante el tema de la
evaluacion de los aprendizajes en el area de matematicas, que por mucho tiempo ha sido muy cerrada entre las
opciones de bueno o malo, sin que el estudiante pueda reflexionar sobre sus errores. Cambiando con ello también
la comprension del proceso de medicion de los aprendizajes a un concepto de evaluacion, entendiéndose este como
un proceso integral.

En un pais que cuenta con legislacion en cuanto a evaluacion y especificamente en un proceso de mejoramiento de
los aprendizajes, es necesario permitir la reflexion docente para lograr la comprension y resignificacion de estos
conceptos y para ello los ejemplos deben ser propuestos en el area de conocimiento, para este caso la matematica.

En el tema de la habilidad de lectura de graficas, la incidencia de tareas en el contexto de la resignificacion de
conceptos matematicos aplicados en la fisica es eficaz y produce cambios positivos, como se puedo observar en el
grupo que tuvo incidencia. Por lo que darle otro sentido a un concepto, en este caso el concepto de pendiente de la
recta se ubico en el movimiento rectilineo como velocidad, permite el desarrollo de la habilidad lectora
especificamente aplicada en las graficas.

Como reflexion de la autora, el docente en formacion o en servicio activo, necesita de espacios de reflexion que le
permita resignificar sus conceptos en todo momento, porque la educacion no es estatica, es un proceso social en una
sociedad de constantes cambios, requiere de cambios paradigmaticos, por lo que el docente debe dudar de los que
sabe para servir de ejemplo y promover con ello un juicio critico dentro del aula.
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Resumen

Se presentan los resultados de la experiencia de practicantes en la ensefianza de las matematicas en voz de 9
estudiantes universitarios en matematica educativa. El problema elegido fue la respuesta afectiva y curricular de
practicantes en la ensefianza de las matematicas, el objeto de estudio se enfocod a las estrategias didacticas y
curriculares implementadas en el aula virtual y la respuesta afectiva ante la relacion: estrategias virtuales - objeto
matematico — vivencias. Mediante el analisis de autobiografias por teoria fundamentada se identificaron 7
categorias: Herramientas, Interacciones, Efectividad de herramientas, Medio de interaccion, Forma de evaluacion,
Emociones y Experiencias. Los hallazgos relevantes evidencian intensas modificaciones en las identidades y los
procesos de auto identificacion.

Palabras clave: experiencia, practicas curriculares, ensefianzas matematica

Abstract

This paper presents the outcomes of mathematics student-teachers’ experience, from the voices of nine university
students majoring in mathematics education. The chosen problem was the affective and curricular answer of
mathematics student-teachers. The object of study was focused on the didactic and curricular strategies implemented
in the virtual classroom; and on the affective answer to the relationship: virtual strategies- mathematics object-
experiences. Seven categories were identified by analyzing student-teachers’ autobiographies, using reasoned
theory. Such categories are: tools, effectiveness of tools, interaction environment, type of evaluation, and emotions
and experiences. Relevant findings show intense modifications in identities and the self-identification processes.

Key words: experiences, curriculum practices, mathematics education
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Problematica

En el contexto de la Pandemia provocada por el virus SARS COV 2 y el confinamiento consecuente fue necesario
reestructurar a nivel planetario la vida social. Los gobiernos, las economias, las comunidades, las instituciones y,
por supuesto la escuela como institucion social, tuvieron que dar respuestas inmediatas y emergentes a la situacion
(Gaudiano y De Alba, 2020). Lo que parecié haber quedado congelado, inmovilizado fue el currriculum oficial o
pensado, queremos conjeturar que quedo rebasado. Todo aquello que el currriculum proponia para realizar en un
proyecto formativo fue superado por la realidad, al menos los perfiles profesionales y muchos contenidos fueron
reconfigurados sino eliminados. Es decir, se dio necesariamente la actualizacion curricular continua, por supuesto
en el ambito del currriculum vivido.

El caracter inédito de la situacion demando para los profesores en general y en particular de matematicas desplegar
estrategias didacticas y curriculares no conocidas y habilitarse para su manejo en un escenario nuevo y distinto: la
virtualidad. El transito de la presencialidad hacia la “nueva normalidad” ha significado para maestros y alumnos
una problematica diversa: la percepcion — conocimiento — manejo del objeto de conocimiento virtual (Hui, 2017;
Coll y Monereo, 2008), la reconfiguracion del vinculo profesor - alumno (Buenfil, 2020 ), la insoslayable
participacion de la familia en la vida escolar y la irrupcion de la escuela en el hogar (Pla, 2020), el escandaloso
desnudamiento de las desigualdades sociales (Gaudiano y de Alba, 2020), el fuerte aumento de las brechas cognitiva
y digital (Brailovsky, 2020), la desaparicion del tiempo libre (P14, 2020), el congelamiento de la escuela como
espacio democratizador y el trastocamiento de la escuela como institucion de intercambio social (Pla, 2020), el
desplazamiento de la presencialidad hacia la virtualidad pone en riesgo el vinculo pedagdgico que ya se ha
desplazado a lo privado y se ha descorporeizado. Brailovsky (2020) advierte sobre el peligro de que el uso de la
tecnologia en esta situacion se convierta en un plan de negocios (2020) y da cuenta de la necesidad de que la
sociedad toda, la poblacion, se apropien de la virtualidad y las plataformas que la promueven.

La investigacion y la ensefianza en matematica educativa no fue la excepcion y la comunidad mexicana (Cantoral
et al; 2020) aludié a la importancia del pensamiento matematico en el contexto de pandemia, consider6 las
posibilidades de la transversalidad y el aula extendida, cabe destacar que ambas estrategias son practicas curriculares
por excelencia; desde Chile apuntan a la necesidad de la probabilidad y estadistica para el andlisis de datos
(Vazquez, Ruz y Martinez, 2020) y, Sanchez (2020) desde Perti hace un analisis de los recursos tecnoldgicos
empleados entre 2016 y 2020.

Desde la mirada de jovenes potosinos de México, matematicos educativos y practicantes de la ensefianza de las
matematicas en el nivel de bachillerato se enfrentaron al desafio de dar una respuesta inmediata, sobre la marcha.
En la interaccion con ellos y las apreciaciones sobre sus practicas concretas se detectdé como importante la celeridad
de la demanda y la respuesta y la presion que ellos manifestaban sentir, es decir, nos propusimos mirar nuestra
propia subjetividad y reflexionar sobre ella. En el sentido de Radford (2015) aprender matematicas es encontrar
algo que no es mio (objeto matematico) y ahi encuentro al otro, en el objeto. Se decidié entonces (marzo, 2020)
documentar -para reflexionarlo- su experiencia a partir de su propia mirada, es decir, desde su proceso de
subjetivacion de la experiencia.

El objetivo de este documento es presentar los resultados en torno al problema de la respuesta afectiva y curricular
de practicantes en la enseflanza de las matematicas, el objefo de estudio se enfoco a las estrategias didacticas y
curriculares implementadas en el aula virtual y la respuesta afectiva ante la relacion: estrategias virtuales - objeto
matematico — vivencias. La pregunta que se plante6 fue ;Qué implicaciones ha tenido en las personas (alumnos y
profesores) la dinamica de confinamiento en la ensefianza de las matematicas? Entre las hipotesis que se plantearon,
en este documento se reportan los datos sobre las subjetividades de alumnos y profesores que se han visto
trastocadas y las evidencias se hallaran en las narrativas personales de dicha vivencia, asi como, el surgimiento de
practicas curriculares en cuanto la adecuacion de los contenidos que de hecho forman parte de la actualizacion
curricular continua.
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Elementos teoricos

Se describen tres elementos que integran la perspectiva tedrica que orientd nuestro analisis: ensefianza aprendizaje
tradicional, hibrido y a distancia. Las razones para integrar estas tres dimensiones dan cuenta del trayecto vivido
por los autores de este documento. Todos se han desempefiado y transitado como maestros y como
maestros/alumnos en el periodo enero-agosto de 2020. Se han desempefiado en un muy corto tiempo en los tres
modelos: el presencial que los alumnos han cursado (13 enero-17 marzo, 2020); el modelo hibrido fue puesto en
marcha mediante el método de aula invertida en las practicas de docencia que llevaron a cabo en escuelas de
educacion media superior para la ensefianza aprendizaje de diversas temdticas de la matematica (17 de febrero-17
marzo, 2020); y el modelo a distancia fue implantado abruptamente a partir de la contingencia sanitaria (17 marzo-
29 mayo, 2020).

El aislamiento se ha exacerbado con la contingencia sanitaria producida por el virus SARS Cov 2 y la enfermedad
COVID 19. Este nuevo aislamiento ha trastocado la esencia de la educacion escolar y ha producido, de momento,
un desplazamiento y —quizés- una dislocacion en la estructura social que no so6lo se expresa en el sector educativo
sino en las subjetividades de los maestros y alumnos.

Los cambios producidos a partir de la masificacion de internet y el surgimiento de las redes sociales como expresion
de las relaciones que prohijan las TICs contribuyen a la modificacion de la forma de percibir el tiempo y el espacio
y trastocan las bases de la percepcion (Amado, 2015), el navegante de la red esta en todas partes (Machado, 2009
en Amado, 2015). Hoy mas que nunca, en el escenario de confinamiento por la contingencia sanitaria la percepcion
del tiempo y el espacio en el aislamiento se esta alterando de maneras atn no conocidas.

La exhibicion de la intimidad en las redes denota un cierto desplazamiento de los ejes de la subjetividad moderna:
exteriorizacion del yo y debilitamiento del pasado como eje de ese yo (Sibila, 2012, p. 131 en Amado, 2015). La
fabricacion masiva de subjetividad es un mecanismo que produce al individuo en tanto que le proporciona modelos
o patrones de comportamiento para actuar como protagonista (Brea, 2007). Particularmente hoy, en aislamiento o
<con conciencia de la necesidad de confinarse> la subjetividad colectiva estd configurandose a través de una
pantalla como en las més ficticias narraciones orwellianas, pero, a la vez (como siempre) lejos de ella. Esta dualidad
es el intersticio que la educacion y el currriculum vivido han de aprovechar en la pantalla, a través de ella y méas
alla de ella.

Metodologia

Fue una investigacion de caracter cualitativo y hermenéutico con un estudio de caso (Stake, 1998) mediante la
recopilacion de 9 autobiografias del tipo relatos cruzados (Feixa, 2011) que se estan analizando mediante Teoria
Fundamentada (Strauss y Corbin, 2002) y el analisis se llevo a cabo mediante las estrategias de codificacion abierta,
codificacion selectiva y codificacion axial. La eleccion de la Teoria fundamentada obedece a la posibilidad de
analizar discurso o narrativas de un contexto especifico que se valida mediante la saturacion de la teoria que surge
en los datos de campo y no de una teoria preexistente. Ofrece también la alternativa epistémica de la comprension
del fenémeno y no su verificacion, de ahi que este tipo de teoria sea de caracter cualitativo.

Se construyeron 7 categorias: Herramientas, Interacciones, Efectividad de herramientas, Medio de interaccion,
Formas de Evaluacion y Emociones y Experiencias. Las categorias se generaron a través de un proceso de
transcripcion de las autobiografias, la codificacion abierta mediante la eleccion de fragmentos relevantes (FR) y
palabras clave (PC); la codificacion selectiva mediante la agrupacion de FR y PC en temas o topicos comunes y
nominacion de categorias a partir de topicos comunes; finalmente, la codificacion axial mediante la identificacion
de temas comunes que tocan a varias categorias.
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Resultados

La tendencia de pensamiento en cuanto a las emociones que se atestiguan en las autobiografias da cuenta de nueve
emociones compartidas (Tabla 1) que evidencian el trastocamiento de la percepcion del tiempo (Amado, 2015)
como la incertidumbre y la esperanza de regresar a la normalidad. La incertidumbre y la afioranza dan cuenta de
los efectos del aislamiento como la exhibicion de la intimidad (Sibila, 2012 en Amado, 2015) y la preocupacion
deja entrever la desconfianza en la masificacion del internet y la ensefianza en linea, por un lado, y, por otro, el
reconocimiento de la fabricacion masiva de subjetividad a través de las pantallas (Brea, 2007).

Tabla 1. Categoria Emociones. Codificacion axial de fragmentos discursivos en autobiografias.

Conjuntos Fragmentos Interpretacion
Tematicos discursivos
Tristeza 4 Planes frustrados, pérdida de

convivencia, exposicion al
contagio de familiares que

trabajan
Stress y enojo 5 Imposibilidad de responder a
demandas diversas
Incertidumbre 5 (Cuando acabara?
Miedo, temor, 4 Temor al contagio
panico
Preocupacion 4 Por los alumnos y su aprendizaje
Positividady 5 Respecto a regresar a “la
esperanza normalidad”
Angustia 3 Por perder seres queridos
Amor filial 2 Carifio y apego a la familia
Afioranza 3 Convivencia y contacto fisico.

Fuente: Angulo, Moreno y Reducindo (2022).

En el analisis de la Categoria Emociones, hemos constatado su importancia en confinamiento, tanto si se esta dentro
como fuera; las implicaciones en alumnos y profesores dejan ver el trastocamiento tanto de las subjetividades como
de la escuela misma. Esta se enfrenta al desafio de su desaparicion en condiciones de excepcionalidad o su auto
transformacion para reconfigurarse en interaccion sustancial con una sociedad educadora, hoy mas que nunca en su
historia reciente, productora de saberes socialmente productivos (Puigross, 2003) y comunidad en donde se
construye la unidad en comun (Chul Han, 2020). La matematica y la matematica educativa enfrentan el reto de
difundir la matematica como un lenguaje y forma de pensamiento comun a toda la sociedad y evitar la razoén
histoérica instrumental que concede a unos pocos su manejo y dominio.
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Matemaética Educativa

Tabla 2. Categoria Experiencias. Codificacion axial de fragmentos discursivos en autobiografias.

Conjuntos Fragmentos Interpretacion
Tematicos discursivos
Esfuerzo y 4 Poco esfuerzo en matematicas a pesar de
adaptacion ser importante para la vida, adaptacion
paulatina a virtualidad
Autodidactismo 4 Se toma conciencia de la dificultad que
conlleva ser autodidacta, ha habido
“tropezones”, se ha reorganizado tiempo,
vida y préacticas, se ha construido por
escrito.

Cambio de Se menciona que llevar a cabo una rutina

rutina 3 es de gran utilidad para el orden y la
(distracciones) disciplina, de igual forma llevar a cabo
actividades fisicas y de distraccion ayudan
a alejarse de posibles problemas que

provoca el encierro

Afectacion e 8 Se expresa lo dificil de la situacion actual

incertidumbre y las pérdidas humanas reales de las
personas.
Se expresa la incertidumbre de los
estudiantes de cuando todo volverd a la
normalidad
Economia y 3 Se tiene lo justo para subsistir, hay quien
labor social ha abandonado las clases para trabajar.
Como practicante de docencia auxilio a
profesor titular resolviendo dudas de
alumnos y elaborando material
tecnologico para el docente.

Enseiianza 2 Una preparacion anticipada del uso de la
tecnologia permiti6 que exportar la
ensefianza de modo presencial a virtual no
fuese un problema.

Experiencia 4 Facilidad de adaptar la ensefianza virtual
gracias a las experiencias anticipada en su
empleo, se estd aprendiendo en el proceso.
Amanecer con nueva actitud.

Limitaciones y 3 Reduccion del tiempo de sesiones de

seguridad

clase debido a limitaciones de la
tecnologia, la seguridad de su empleo y
la gratuidad

Fuente: Angulo, Moreno y Reducindo (2022)
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Por su parte, la categoria Experiencias (entendidas como la adquisicion y dominio de habilidades, conocimientos y
destrezas a partir de vivencia concretas) se aprecia en la opinion de los practicantes la consideracion de que sus
alumnos se esfuerzan poco, pero se han ido adaptando a través del establecimiento de rutinas, reorganizacion del
tiempo, la vida diaria y las practicas escolares lo cual los ha llevado a construir y hacer suyo el autodidactismo. Por
otro lado, ha sido necesario resolver dudas de los alumnos en una relaciéon uno a uno, digamos en una practica
personalizada. Fue también necesario elaborar materiales tecnoldgicos de apoyo a los docentes de grupo y el manejo
previo de las TICS (en los practicantes —jovenes entre 21 y 23 afios) facilito el transito a la virtualidad. Otra
caracteristica dominante en la narrativa fue la reduccion del tiempo de las sesiones de clase, lo cual se interpretd
como una mejoria en la metodologia docente ya que se hacia espacio para la consulta personalizada. Una constante
en esta dindmica fue el aumento en los lapsos de preparacion de planificaciones, materiales y correccion de trabajos.
Por ultimo, a pesar de que se estaba aumentando la experiencia en la ensefianza a distancia prevaleci6 en los
practicantes las sensaciones de incertidumbre y tristeza.

Tabla 3. Categoria Efectividad de las herramientas. Codificacion axial de fragmentos discursivos en autobiografias.

Conjuntos Fragmentos Interpretacion
Tematicos discursivos
Suspension de 3 Los estudiantes tenian planes para el
actividades semestre por ejemplo examen de
programadas titulacién, finalizar el servicio social,

practicas, etc. Las herramientas
dispuestas (fundamentalmente correo) no
dieron respuesta a las demandas

Presencialidad 3 La utilizacion de herramientas virtuales y

TICS puso de manifiesto, mas que su
utilidad, la necesidad y afioranza por la
presencia.

Virtualidad 5 Dificultad para adaptarse por trabajo o
conectividad, igualmente por la
accesibilidad de profesores. La

experiencia previa en manejo de Google
drive, Facebook, WhatsApp, y Google
docs facilité la adaptacion. Se seiiala con
insistencia la falta de interaccidn.
Falta de recursos 5 No todos cuentan con los recursos para
asistir a clases en linea ya que no cuentan
con luz eléctrica y buena sefal donde
viven, o sus ingresos son destinados para
necesidades basicas
Experiencia y 7 Los docentes y practicantes tienen dudas
adaptacion sobre si sus alumnos estan aprendiendo y
comprendiendo los temas, si les gusta la
forma de trabajo, si se han adaptado a la
forma de trabajo, como se les va a evaluar,
si les gusta aprender por ellos mismos o si
necesitan de alguien que les dé respuesta
a sus preguntas.

Tiempo y 2 Corren el riesgo en la privacidad de los
seguridad datos de su computadora o celular debido
a la gran demanda de estudiantes y
docentes en las plataformas
Pena ajena 1 Una parte de la sociedad mexicana no
comprende de manera adecuada los datos
presentados en los informes de gobierno
diarios, deberian ser mas sencillos.

Fuente: Angulo, Moreno y Reducindo (2022)
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La categoria Efectividad de las herramientas muestra que los cambios institucionales dados para responder a la
virtualidad (plataformas sincronas y asincronas, gestores de aprendizaje, redes sociales, correo electronico, etcétera)
no dieron respuesta a las demandas tanto de alumnos como profesores; evidenciaron imposibilidades para la
conectividad fundamentalmente por condiciones desiguales (Gaudiano y De Alba, 2020) de acceso tanto a la
conectividad como a los dispositivos asi como el desconocimiento de profesores y alumnos tanto en el manejo de
herramientas como de la produccion de contenidos en linea. Por otro lado, se aprecia una imposibilidad de evaluar
y certificar que el aprendizaje se esté dando. No obstante, cabe sefialar que las viejas costumbres de evaluar
punitivamente se vieron desplazadas y el desconocimiento de otras formas de aprendizaje y construccion de
conocimiento (Hui, 2017; Coll y Monereo, 2008) que estan surgiendo, aiin no han sido reconocidas por la
comunidad educativa.

Tabla 4. Categoria Interacciones. Codificacion axial de fragmentos discursivos en autobiografias.

Conjuntos Fragmentos Interpretacion
tematicos discursivos

En el discurso se aprecia una conciencia acerca de
la importancia de la tecnologia, cinco fragmentos
discursivos se refieren a ello; en conjunto muestran

Virtualidad 5 que la virtualidad se ha tornado en la forma de
comunicacion definitoria de la relacion maestro
alumno. Misma que se desplaza entre gestores de
aprendizaje, redes sociales, repositorios y
transmision en tiempo real. El sentimiento
prevaleciente es que es dificil la adaptacion de las
personas a ello.

Presencialidad 3 La presencialidad, curiosamente, se manifiesta
porque se extrafias las relaciones humanas;
vagamente se expresa aioranza por el aprendizaje
y/o el debate académico.

Profesores 2 Acerca de los profesores se da cuenta de su
ausencia como mediadores del aprendizaje; se
considera la dificultad de que implica la
comunicacion con sus alumnos.

Familia y 2 En el conjunto temadtica “Familia y comunidad” se

comunidad reconoce la importancia de la familia y las
personas que realizan actividades sustanciales en
cuarentena.

Fuente: Angulo, Moreno y Reducindo (2022)

Con respecto a la Categoria interacciones fue notorio como la virtualidad se ha tornado en la forma de comunicacion
definitoria de la relacion maestro alumno. Misma que se desplaza entre gestores de aprendizaje, redes sociales,
repositorios y transmision en tiempo real, ambas situaciones evidencias la transformacion del vinculo pedagogico
(Buenfil, 2020). Se extrafia la presencialidad por las relaciones humanas que posibilita, pero no por el aprendizaje
o el debate académico. Se extrafa a los profesores como mediadores en el aprendizaje y, hoy mas que nunca, se
reconoce y manifiesta explicitamente la importancia de la familia durante el confinamiento, como bien lo ha
expresado Pla (2020).
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Tabla 5. Categoria Evaluacion. Codificacion axial de fragmentos discursivos en autobiografias.

Conjuntos Fragmentos Interpretacion
tematicos discursivos
Calificaciones 2 En el discurso se aprecia el interés por obtener un

numero que medianamente refleje el desempeiio de
los alumnos. Se muestra un intento por poner mas
empeio en la carrera motivados por obtener una
buena calificacion.

Es de gran preocupaciéon obtener la mejor
calificacion. Dicha preocupacion es fuente de
actitudes de rebeldia o negligencia.

Examen virtual 3 Se extrafian las relaciones humanas. Se puede
observar como la aplicacion del examen
virtualmente afectdé a los alumnos y les costo
adaptarse en poco tiempo.

Ademas, se muestra un cierto interés en recopilar
los elementos para poder brindar una calificacion
basada en tareas, evidencias, etc.

Incertidumbre 3 El destino del proximo semestre preocupa a las
personas, los profesores y alumnos. ;Se seguira
haciendo uso de las plataformas virtuales? A partir
de una primera experiencia los alumnos saben que
el examen puede resultar complejo
De antemano se sabe que habra opinion de distintos
bandos, por ejemplo, a los que les gusta, a los que
no tienen los recursos para llevar a cabo las
evaluaciones, etc.

Fuente: Angulo, Moreno y Reducindo (2022)

A pesar de los sustanciales cambios en la dinamica escolar (desplazamiento a la virtualidad, modificacion del
currriculum y cambios en las formas de interaccion) la preocupacion por la calificacion, mas que por una evaluacion,
sigue vigente; los alumnos muestran cierta rebeldia, a la vez que negligencia, por las formas de calificacion en
formato virtual. A pesar de ello, el examen como elemento protagénico de control siguid vigente, si bien de forma
virtual. Se aprecia un incipiente debate entre alumnos y profesores acerca de la pertinencia de plataformas y
examenes virtuales.

Primeras aproximaciones a una lectura conclusiva

Las dinamicas que se han descrito muestran el nacimiento de otros saberes y practicas socialmente productivas
(Puigross, 2003), antes inexistentes. Dichos saberes habran de reconocerse y fundirse con los saberes previos vy,
constituyen ya una cultura emergente. Esto es, el saber y la forma de conocerlo han sido alterados, situacion que —
de facto- exige respuestas del currriculum -que ya ha sido rebasado- y evidencia que hay otro currriculum dandose
en la cotidianeidad, en el mas estricto sentido, se trata de un currriculum vivido.
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El currriculum oficial se ha deslizado del lugar fisico de la escuela a otro escenario: la virtualidad. El deslizamiento
del currriculum ha propiciado que maestros y alumnos elaboren practica y conceptualmente otras formas de
planificacion y realizacion de las actividades de ensefianza aprendizaje, es decir, la operacion pedagogica (De Alba,
2018) se esta reconstruyendo simultaneamente al currriculum vivido. Finalmente, la afectividad y las subjetividades
se han constituido en circunstancias nodales, hoy més que nunca, a ser consideradas, analizadas y atendidas si se
quiere lograr el éxito educativo tanto para las instituciones como para las personas.

Con respecto a la respuesta afectiva y curricular de maestros en formacion, los resultados que hemos considerado
ponen de manifiesto un cambio profundo en las relaciones escolares, en concreto se observo una menor centralidad
de los profesores y un autodidactismo incipiente en los alumnos.

Ante la pregunta ;Qué implicaciones ha tenido en las personas (alumnos y profesores) la dindmica de confinamiento
en la ensefianza de las matematicas? Encontramos que estan caracterizadas por la incertidumbre como superficie de
inscripcion, la aforanza de la presencialidad y una profunda transformacion de las identidades tanto de profesores
como alumnos, hoy por hoy, caracterizada por la tristeza, el stress, el enojo, miedo, panico y preocupacion pero,
también, actitudes positivas, una conciencia esperanzadora y el protagonico amor filial. Se aprecia también, en el
terreno de lo escolar, el crecimiento del autodidactismo y el estableciminto de rutinas de trabajo propias, siempre
diferentes de un sujeto a otro pero que hablan de un incremento de la independencia en los alumnos con respecto al
profesor. Asi también, en el profesor se detectd una mayor preparacion de la ensefianza ante las nuevas
circunstancias asi como el aprendizaje en el manejo de nuevas tecnologias, ademads, una pérdida de centralidad en
la relacion pedagogica, lo cual redeunda en la independencia de los alumnos.

Finalmente, con respecto a la hipodtesis de trastocamiento de las identidades, pudieron levantarse evidencias
discursivas acerca de los cambios identitarios en los participantes en la investigacion.
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B Principios:

La revista Acta Latinoamericana de Matematica Educativa (en lo sucesivo ALME), es uno de los proyectos acadé-
micos del Comité Latinoamericano de Matematica Educativa — CLAME, en el que se conjuga el respeto a la plura-
lidad de formaciones, tradiciones y acercamientos educativos, concebida y desarrollada con la funcion de difundir
la Matematica Educativa en un marco en el que pueden relacionarse autores que comparten este interés comun,
ademas de nuclear investigadores y profesores de Latinoamérica, y a partir de su divulgacion, promover acciones
que fomenten la investigacion, la actualizacion, el perfeccionamiento y la profesionalizacion para el desarrollo
cientifico y social de la region.

La revista ALME se configura como el instrumento de la CLAME para la difusion de trabajos de caracter cientifico,
experiencias, convocatorias ¢ informacion bibliografica, dentro del ambito de la ensenanza/aprendizaje en matema-
tica educativa en sus diferentes formulaciones y presentaciones.

La revista ALME es una revista cientifica arbitrada por pares y que se atiene a los estandares internacionales de
calidad propios de las publicaciones cientificas de prestigio.

M Mision y objetivos:

La mision de la revista ALME es la difusion de la investigacion relativa a la Matematica Educativa, persiguiendo
los siguientes objetivos:

v Difundir, preferentemente en lenguas espafiola y portuguesa, relevantes y rigurosos trabajos de caracter
cientifico, en el ambito de la matematica educativa.

v Oftrecer experiencias innovadoras, siempre relativas al &mbito de la matematica educativa.

v Potenciar la accesibilidad y visibilidad del conocimiento, favoreciendo el entorno de acceso abierto a la
literatura cientifica en matematica educativa.

m Politica editorial:
v’ Idioma de los trabajos. Podran presentarse trabajos en lengua espafiola, portuguesa e inglesa.

v Trabajo original. Los trabajos enviados a ALME para su publicacion deberan constituir una colaboracion
original no publicada previamente en soporte alguno, ni encontrarse en proceso de publicacion o valoracion
en cualquiera otra revista o proyecto editorial.

v' Normas de redaccion y presentacion. Los trabajos deberan atenerse a las normas de redaccion y presen-
tacion de caracter formal de ALME. Las colaboraciones enviadas a ALME que no se ajusten a ellas seran
desestimadas.
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v Recepcion de originales. Los editores de ALME acusaran la recepcion del manuscrito enviado por el autor/
es. El Comité editorial revisara el articulo enviado informando al autor/es, en caso necesario, si se adecua
al campo tematico de la revista y al cumplimiento de las normas y requisitos formales de redaccion y pre-
sentacion. En el caso de que todos los aspectos sean favorables, se procedera a la revision del articulo.

v' Proceso de revision. Los articulos propuestos seran evaluados en forma “ciega” por dos integrantes del
comité de cientifico. En el proceso de evaluacion se garantizara tanto el anonimato de los autores, asi como
de los evaluadores.

v Informacion. Los editores de ALME informaran a los autores de la decision de aceptacion, modificacion o
rechazo de cada uno de los articulos.

v Politica de privacidad. Se mantendra y preservara en todos los casos y circunstancias el anonimato de los
autores y el contenido de los articulos desde la recepcion del manuscrito hasta su publicacion. La informa-
cion obtenida en el proceso de revision y evaluacion tendra caracter confidencial.

v Fuentes. Los autores citaran debidamente las fuentes de extraccion de datos, figuras e informacion de ma-
nera explicita y tangible tanto en la bibliografia, como en las referencias. Si el incumplimiento se detectase
durante el proceso de revision o evaluacion se desestimara automaticamente la publicacion del articulo.

v Responsabilidad. ALME no se hara responsable de las ideas y opiniones expresadas en los trabajos publi-
cados. La responsabilidad plena sera de los autores de los mismos.

v' Formatos. ALME se presentara en dos formatos, electronico y CD, que contendran idénticos contenidos
en cada numero. El formato electronico se ofrece desde la pagina oficial de Comité Latinoamericano de
Matematica Educativa (https://clame.org.mx/actas.html) y serd de acceso libre y gratuito.

v Periodicidad. ALME tendra una periodicidad semestral.

v Secciones: Las secciones de la revista ALME son las siguientes:
1. Analisis del discurso matematico escolar

Propuesta para la ensefianza de las matematicas

Aspectos socioepistemologicos en el analisis y el redisefio del discurso matematico escolar

R

El pensamiento del profesor, sus practicas y elementos para su formacion profesional

5. Uso de recursos tecnologicos en el proceso de aprendizaje de las matematicas

Directrices generales para los autores:

1. El trabajo correspondiente debe haber sido aceptado para presentarse durante RELME 34. Es por ello que se
solicita enviar certificado de aprobacion de la ponencia.

2. Todo trabajo debe ser inédito y no estar en proceso de evaluacion de ninguna otra revista u 6rgano editorial.

-194 -



Clame Acta I.aTin_uamericana_cle SECCION 5/ USO DE LOS RECURSOS TECNOLOGICOS EN EL
' atematica Educativa PROCESO DE APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

VOL 35, NUMERO 1, ANO 2022

3. Todos los articulos deberan estar escritos en procesador de texto Microsoft Office Word 2007 o superior, tipo
de letra Times New Roman, tamafio 12, interlineado sencillo margenes superior: 2,5 cm; inferior: 2,5 cm; iz-
quierdo: 3,5 cm; derecho: 2,5 cm. Para las expresiones matematicas debe usarse el editor de ecuaciones.

4. Extension: maximo 12 cuartillas en hoja tamafo carta. Las paginas deben estar sin numerar.

5. Las referencias (deben aparecer bajo ese titulo, por orden alfabético) habran de colocarse en estilo APA, 6°
edicion (American Psychological Association).

6. Las figuras, tablas e imagenes que se incluyan en el articulo deben ser claras, legibles e incluir epigrafes con
fuente Times New Roman tamafio 10 que indiquen referencia de las mismas.

7. La estructura base del articulo debe dar cuenta de: Un planteamiento del problema, revision de literatura de
Matematica Educativa, indicaciones generales sobre la estructura tedrica (marco teorico o conceptual o fun-
damentos teoricos), metodologia implementada, desarrollo de algunos ejemplos, analisis de los resultados,
conclusiones y referencias bibliograficas. Cabe aclarar, que si lo que se esta reportando es una investigacion en
curso, se debe hacer explicito en el escrito para que esto sea considerado en el momento de hacer la evaluacion
del documento.

8. También se podran publicar articulos que no son productos de investigaciones, como puede ser: reporte de
experiencia en aula, curso corto, taller, grupo de discusion o de laboratorio. Para los casos anteriores la estruc-
tura del escrito deberia de reportar minimamente: introduccion, desarrollo del tema en donde se hara mencion
del planteamiento de un problema, asi como los fundamentos teoricos y las conclusiones. El articulo debera
mostrar evidencia de revision de referencias bibliograficas de Matematica Educativa.

9. Cada uno de los manuscritos recibidos, pasa por una evaluacion doblemente ciega (se retiran los nombres y
datos de filiacion de los autores de los documentos) y se envia a dos arbitros de nuestra comunidad, cuyos re-
sultados, de manera anonima, son devueltos a los autores. En caso haya controversia entre los dos arbitros, se
dara la propuesta a un tercer arbitro. La decision de los arbitros es inapelable. Las evaluaciones pueden tener
tres resultados posibles: Aceptado, Aceptado condicionado a modificaciones o Rechazado.

Normas para la publicacion del articulo:
v Primer renglon: Titulo del trabajo en mayutscula en espafiol o portugués (sin punto al final).
v Segundo renglon: Nombre de los autores separados por comas si hay mas de un autor
v" (Nombre y Apellido en ese orden, sin titulos de grado).

v’ Tercer renglon: Nombre de la institucion y pais al que pertenecen. (No se considera valido el uso exclu-
sivo de siglas).

v Cuarto renglon: Direccion electronica de los autores, separados por coma si hay mas de uno y sin hipervin-
culos.

v Quinto renglon: Resumen de no mas de 10 renglones de extension en fuente Times New Roman, tamafio
10.
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Sexto renglon: palabras clave (a lo sumo cinco). Si son frases, verificar de no extenderse de las cinco pala-
bras.

Séptimo renglon: Abstract en inglés, en fuente Times New Roman tamaiio 10.
Octavo renglon: key words, traduccion al inglés de las palabras clave.
Noveno primer renglon: Inicia la primera seccion del documento.

Consideracion para citaciones:

Citas dentro del texto. Las referencias a articulos o libros figuraran en el texto entre paréntesis, indicando el
apellido del autor y el afio, separados por una coma (Peters, 2001). En el caso de que en una misma referencia
se incluyan varios libros o articulos, se citaran uno a continuacion del otro por orden alfabético y separados
por un punto y coma (Garcia Aretio, 2002; Sarramona, 2001). Si en la referencia se incluyen varios trabajos
de un mismo autor bastara poner el apellido y los afios de los diferentes trabajos separados por comas, dis-
tinguiendo por letras (a, b, etc.) aquellos trabajos que haya publicado el mismo afio (Casas Armengol, 1990,
1995, 2000a, 2000b, 2002, 2004). Si el nombre del autor forma parte del texto so6lo ird entre paréntesis el afio
de publicacion [Keegan (1992) afirmé que...].

Citas textuales. Las citas textuales con una extension menor de 40 palabras irdn entrecomilladas y, a conti-
nuacion y entre paréntesis, se indicara el apellido del autor del texto, el afio y la pagina o paginas de la que
se ha extraido dicho texto. Ejemplo: “por educacion a distancia entendemos [...] contacto ocasional con otros
estudiantes” (Blanco, 1986, p. 16). Si el nombre del autor forma parte del texto, seria asi: Como Martinez
Sanz (2001, p. 102) senalaba “...”. Las citas de 40 o mas palabras deberan aparecer en un bloque de texto
independiente, sin comillas y ajustado a la misma altura que la primera linea de un nuevo parrafo. Al final se
indicara entre paréntesis, el autor, afio y pagina/s.

Consideracion para referencias:

Unicamente se incluiran aquellas que se citan en el texto y deberan ordenarse por orden alfabético en un
solo listado, tanto las de formato impreso como electronico.

El formato sera el siguiente:
- Libro: Apellidos del autor/es, Iniciales. (Afio). Titulo del libro. Lugar de publicaciéon: Editorial.
Brzezinski, Z. (1970). La era tecnotronica. Buenos Aires: Paidos.

- Revistas: Apellidos del autor/es, Iniciales. (Afio). Titulo del articulo. Nombre de la Revista, nimero o
volumen (niimero), paginas que comprende el articulo dentro de la revista, si es que existen.

Garcia Aretio, L. (1999). Historia de la educacion a distancia. RIED. Revista Iberoamericana de
Educacion a Distancia, 2 (1), 11-40.

- Capitulo o articulo en libro: Apellidos del autor, Iniciales. (Afio). Titulo del articulo o capitulo. En Ini-
ciales. Apellidos del autor/es, (Ed. o Coord., si es el caso), Titulo del libro. (paginas que comprende el
articulo o capitulo dentro del libro). Ciudad: Editorial.
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Oettinger, A. G. (1971). Compunications in the national decision-making process. En M. Greenber-
ger, (Ed.), Computers, communication, and the public interest (73-114). Baltimore: Johns Hopkins
Press.

Referencias de formatos electronicos:

- Documentos electronicos: autor/es (fecha publicacion). Titulo [tipo de medio]. Lugar de publicacion:
editor. Recuperado de: especifique URL.

Martin, S. (2011). Educacion Aumentada: Realidad o Ficcion. Blog CUED. Recuperado de http://
goo.gl/w46mpA.

- Articulos en publicaciones periodicas electronicas (Revistas electronicas)

Apellidos del autor/es, Iniciales. (Afio). Titulo del articulo. Nombre de la Revista, nimero o vo-
lumen y (nimero), paginas que comprende el articulo dentro de la revista. DOI o en su defecto,
recuperado de URL

v La informacion actualizada sobre la forma de citacion puede ser consultada en la pagina de APA (Ame-
rican Psycological Association).

v" Los esquemas, graficos, tablas y fotografias deberan ser claros y se presentaran titulados, numerados e
insertos en el cuerpo del texto.

-197 -






